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1 Theoretische Grundlagen

1.1 Drehmoment und Drehimpuls

Das Drehmoment M ist definiert als
M =7 x F = |r||F|sina

wobei F die angreifende Kraft, r den orthogonal auf der Drehachse stehenden
Vektor vom Schwerpunkt zum Angriffspunkt der Kraft und somit rsina den
sogenannten Hebelarm darstellt. \Der Vektor M ist ein axialer Vektor, das
sind Vektoren, deren Drehsinn sich bei einmaliger Spiegelung oder Inversion
umkehrt. Die Vektoren, bei denen das nicht geschieht und solche die gar
keinen Drehsinn besitzen, nennt man polare Vektoren (z.B. F und r). Den
Drehimpuls L definiert man als
E:Fxﬁ

Die Beziehung zwischen dem Drehmoment und ‘dem Drehimpuls wird als
Drehmomentsatz bezeichnet und lautet

. dL
M ==
dt

Dies lasst sich-mit Hilfe der obigen Definitionen folgendermafien begriinden

dL (7 )

[= _
dt dt
~d(F x mv)
B dt
DA vSIn. d(mv)
o dt " dt

bleiben der Abstand r und die Massen m zeitlich unveréandert, so gilt

dr .
— xmi=0

dt

und somit ist

i:d—L = Fxmﬁzf’xmfzfxﬁ::]\_j
dt dt
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1.2 Schwerpunkt,Trigheitsmomente, Trigheitstensor und
Satz von Steiner

Tragheitsmomente einfach geformter Korper berechnen sich folgendermaflen:

[:/ridm
1%

Bei homogenen Korpern mit der Massendichte p kann die Beziehung dm
durch pdV ersetzt werden, lésst sich- zusétzlich noch dV' durch dr; aus-
driicken, kann das Integral der untenstehenden Form berechnet werden.

I:p/ridV
1%

Zur Berechnung des Trégheitsmoments einer Kreisscheibe wird diese in
konzentrische Kreisringe zerlegt. Nun geht man davon aus, dafl diese Ringe
alle die Breite dr, den-Achsenabstand r; und die Masse dm besitzen. Lafit
sich die Masse eines solchen Ringes durch dm = 2mhpr dr, ausdriicken, wo-
bei p die Dichte des Scheibenmaterials ist, so gilt: dJ = 12 dm = wr2hpr3 dr,
Damit folgt fiir das Trégheitsmoment der Kreisscheibe :

R
Iy QWhp/rLrier (1)
0

= Thp—
7rp2
1

= —MR?
2

wobei M die Masse der Scheibe, also mR?hp ist. Da bei dieser Rechnung
die Dicke der Scheibe bereits ohne Einschriankung enthalten ist, stellt diese
Gleichung auch das Trégheitsmoment eines Vollzylinders da.

Bei unendlich diinnen Kreisscheiben unterscheidet man dquatoriale 7; (in
der Ebene der Kreisscheibe) und polare Tridgheitsmomente [, (orthogonal
zur Ebene der Kreisscheibe). Diese sind iiber folgende Gleichung miteinander
verkniipft

Ip - 2[&
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Damit gilt fiir die dquatorialen Tragheitsmomente

I, 1
Ii =2 =-"MR?
2 4

Das Tragheitsmoment eines Hohlzylinders berechnet sich analog zu dem
eines Vollzylinders, mit dem Unterschied, dafl nicht von 0 bis R, sondern von
R; bis R,, d.h. vom Innen- bis zum Auflenradius integriert wird und sich
daraus die Gleichung

Rq
I = QWhp/rLrier
R;
(Ra - Ri>4
2

1
= 5M(Rf + R?)

ergibt, wobei M die Masse des Hohlzylinders, also (R, — R;)?hp ist.

Um das Tragheitsmoment einer Kugel zu berechnen zerlegt man diese in
diinne Scheiben, deren Ebenen senkrecht zur Drehachse stehen. Den variie-
renden Radius dieser Scheiben bezeichnet man mit r, die Dicke einer solchen
Scheibe mit dh. Daraus folgt mit (1) fiir dI:

1

= mwhp

e — Erzdm
1
= §7rpr4dh
Aus r? = R? — h? ergibt, sich
1
dl = 5wp(R2 —h*)*dh

Da h alle Werte von —R bis R angehmen kann, wobei R den Kugelradius
darstellt, folgt schlielich fiir das Tragheitsmoment einer Kugel:

1 R
[ = iwp/(RQ—hQ)th
—R

- 5
= g3mh
2
— ZMR?
5
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wobei M die Masse der Kugel, d.-h. $mpR?, beschreibt.

Um das Tragheitsmoment eines Korpers beziiglich einer nicht durch den
Schwerpunkt gehenden Achse I zu berechnen, wendet man hiufig den Satz
von Steiner an. Dieser besagt

I =1, 4+ mad®

wobei I, das Tragheitsmoment um eine Achse durch den Schwerpunkt, I das
Tréagheitsmoment desselben Koérpers um eine zu dieser Schwerpunktsachse
parallele Achse, m die Gesamtmasse des Korpers und a den senkrechten
Abstand der beiden Achsen darstellt: Den-Schwerpunkt r, eines Systems von

Drehachse
| durch
Schwerpunkt
|
| I verschobene
| | Drehachse

|
ml

Koerper

Abbildung 1: Satz von Steiner

Teilchen berechnet man wie folgt

n
> Tim;
i=1
ry =
Myes
Um den Schwerpunkt eines Korpers zu berechnen greift man auf die Glei-
chung

r
ry = / dm
Mges
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Aus den Gleichungen zur Schwerpunktsberechnung und aus der obigen Ab-
bildung ergibt sich mit r; = a + r;

I = > rim; = Z((f + 72 4+ 2ar,)m;
= mal+1,+ Z 2ar,m;
= ma® + I+ 2r, Y m(r; — 1)
= mal+1,+ 27“5(2 m;r; + Z m;rs)
= mal+1,+ 27“5(2 m;r; + Z mr;)

Stab mit Laenge L

= ma® +1,

= I+ ma?
l
|
: Drehachse
|
|
I
|

L/2 : L/2

|
|
|
|
|
|
|

Abbildung 2:/Trégheitsmoment eines diinnen; langen Stabes

Das Tragheitsmoment eines-diinnen, langen Stabes mit kontinuierlicher
Dichte p und Querschnitt A berechnet sich mit

I = /(:zc2 + y*)dm
= /(962 +y*)pdV
= p/(x2 + y?) Adx
Da y am &dufleren Ende des Stabes,also maximal entfernt von der Schwer-

punktsachse des Korpers im Vergleich zu z klein ist und da das Tréagheits-
moment des Stabes in der Ndhe der Drehachse durch den Schwerpunkt nach
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dem Satz von Steiner vernachléssigbar im Vergleich zum Trégheitsmoment
des ganzen Stabes ist, kann y in diesem Fall vernachléssigt werden. Somit
gilt

I = p/$2Ad[E

1
= p/zl l’QAdCL’

2

O ild
A =y | oy e
3P [3(

1
= —Apl®
TRk

1
= —MI?
12

l3
4+ —

g T3l

Der Tragheitstensor ergibt sich durch folgende Gleichung

=

L = 1o
m(F X 7)

m(7 X (7" x &))

fiir 7 x (7 x &) gilt nun in Komponentenschreibweise

7”1(7“1001 + ToWwo + T3Ws — wl(r% + ’I"% + 7"%)
T X (FX (3) = T’Q(lel+T2W2+T3u)3—w2(7’%+7’%+7’§)
r3(Tiws +79Ws F raws — wy(r? +r2 +r2)

T1ToWs + T1T3Ws — WiTS — W1 T3
= T1ToW) + Tar3ws — Wl — wors
r3riWy + T9T3ws — wgr% — wgrg

2, .2
—wq (25 + x3) T1ToWs T1T3w3
_ 2 .2
= W1T1T2 —WQ(SL’l + LL’3) ToX3Ws
2 2
W1T1T3 WoTol3 —ws(x] + z3)
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2 2
T3+ T3 —X1Te  —T1T3 w1
= —X1X2 ZE% + fL’g —X2X3 ()
—T1T3 —ToT3 a:f + m% ws
m(z3+22) —mair, —Mmxi23 w1
= —mz1re  m(xt +x3)%  —maexs Wa
—mxT3 —mazoxs  m(xd + x3) ws
]mx ]xy Ixz Wi
= Lo Iy Iy w2
]zac ]zy [ZZ ws

Dabei werden die Tragheitsmomente I, , I, und I, Haupttragheitsmo-
mente genannt, dies bezeichnet somit die Tréagheitsmomente bzgl. der Haupt-
tragheitsachsen. Die iibrigen Tragheitsmomente des Tragheitstensors werden
Deviationsmomente genannt.

1.3 Kreisel

Um das Tragheitsmoment eines solchen Kreisels zu bestimmen wird zunéchst
die Prézessionsfrequenz w, des Kreisels bestimmt. Fiir diese gilt

|

VP

wobei fiir dy nach obiger. Abbildung

dr
dp =—
7L
gilt. Dabei gilt fiir dL
dL = mgldt

wobei [ den Abstand vom Auflagepunkt zum Mittelpunkt des Kreisels dar-
stellt. Diese Gleichung ergibt sich aus dem Drehmomentsatz

L=M
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~

Bahn [N .
der Pra- "
zession N
N L+dL
\
\ L %
| |
!
1
/
/
mg /

Abbildung 3: Prazession eines Kreisels

Hier gilt
. dL
L= =M = l
di e
und somit
dL = mgldt

Damit gilt fiir die Prézessionsfrequenz

de —dL — mgldt — mgl
dt Ldt Ldt L
mgl
Tw

mit der Umlauffrequenz w. Daraus ergibt sich fiir das gesuchte Tréagheitsmo-
ment

7 mgl

Wpw
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2 Versuchsbeschreibung

2.1 Statische Bestimmung der Winkelrichtgroflie D
2.1.1 Statische Methode

Der Versuchsaufbau besteht aus einem Stativ. Ein um seine Achse drehbar
gelagerter Stab ist {iber eine Spiralfeder mit dem Richtmoment D fest mit
dem Stativ verbunden. Am Stabende werden nun zwei horizontale Schei-
ben vom Radius R; und R befestigt. An der kleineren der beiden Scheiben
mit Radius R; ist ein Zeiger befestigt, mit dem auf der Skala, die auf der
grofleren, diinneren Scheibe mit Radius R angebracht ist, der Auslenkwin-
kel der Scheibe aus ihrer Ruhelage in Grad abgelesen werden kann. An der
kleineren Scheibe mit Radius R; ist ein Faden befestigt, der iiber eine Rolle
gelegt wird. Am Fadenende befindet sich eine Schale zum Auflegen von Mas-
sestiicken. Auf diese Schale werden Massenstiicke der Masse m aufgelegt, auf
die die Gewichtskraft G = mg wirkt. Somit wirkt auf den Stab das Drehmo-
ment M = Fl = GR; =mgR,;. Unter der Einwirkung von M; dreht sich der
an der kleineren Scheibe befestigte Zeiger auf der Skala der gréferen Scheibe
um den Winkel ¢. Das Drehmoment, M5, das dieser Auslenkung aufgrund des
Richtmoments D der Spiralfeder entgegenwirkt, 1é3t sich beschreiben durch

My =—Dyp
Aus diesen beiden Drehmomenten ergibt sich
My + My =0
da sich das System in Ruhe befindet. Daraus folgt dann
My + My=mgR; = Dp =0
und damit folgt fiir die Winkelrichtgrole der Spiralfeder

mgR;
2

D=

2.1.2 Dynamische Methode zur Bestimmung der Winkelrichtgréfle
D

Nun wird an dem oben bereits beschriebenen Versuchsaufbau am drehbar
gelagerten Stab eine Metallstange mit zwei Gewichten so befestigt, dafl sich
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ihr Schwerpunkt in der Drehachse befindet. Bewirkt man nun eine Schwin-
gung des Systems Metallstange und Gewichte, so fithrt die Bewegung dieser
Anordnung iiber den Drehmomentsatz zum Drehmoment

My =1L =(Iw)=lw+Ii
Da das Tragheitsmoment zeitlich konstant ist, gilt
Ms;=1Iw=1p

Das Drehmoment My, das dieser Auslenkung aufgrund des Richtmoments D
der Spiralfeder entgegenwirkt, 148t sich beschreiben durch

My = —Dyp
Aus diesen beiden Drehmomenten ergibt sich
Mz + My =0
Daraus folgt dann
Ms+ My =1p—Dp =0

und somit

,_D
b=

wobei w? = 2-gilt . Damit folgt fiir die Winkelrichtgrofe der’Spiralfeder

D = W’I

Da fiir w auch gilt w = 2% folgt fiir die Winkelrichtgroe schliefllich

472

o E= ﬁ]
Dabei bestimmt man das Tragheitmoment der jeweiligen Messanordnung des
Systems Metallstange-Gewichte aus den Massen und den Abmessungen der
Metallstange und der Metallgewichte. Das Trigheitsmoment des Gesamtsy-
stems setzt sich aus dem konstanten Triagheitsmoment der diinnen Metall-
stange und den verdnderlichen Tragheitsmomenten der Metallgewichte zu-
sammen. Die diinne Metallstange besitzt das bereits im Kapitel Theoretische
Grundlagen berechnete Tragheitsmoment

1
I=—_MP
12
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wobei M die Masse der Stange und [ die Lénge der Stange darstellt. Die
Tragheitsmomente der Metallgewichte lassen sich wie ebenfalls bereits im
Kapitel Theoretische Grundlagen bestimmt mit dem Satz von Steiner be-
stimmen

I = I,+mad®

1
= EM(3R2 + h?) + Ma?

wobei h die Lénge des jeweiligen Metallgewichts und a den Abstand des
Schwerpunkts des jeweiligen Gewichts zur Drehachse beschreibt.

2.2 Bestimmung von Haupttrigheitsmomente

Mit Hilfe der oben bestimmten Winkelrichtgrofle der Spiralfeder lassen sich
die Tragheitsmomente einer flachen Metallscheibe, einer Holzkugel und einer
Holzscheibe, die nun nacheinander am Stab befestigt werden, wie folgt iiber
die jeweilige Schwingungsdauer des Systems messen:

T2

472

Dabei werden die Metallscheibe, die Holzkugel und die Holzscheibe so am
Stab befestigt, dass die Drehachse; beziiglich der das Trégheitsmoment be-
stimmt werden soll, durch den Schwerpunkt der Objekte geht. Von der diinnen
Metallscheibe werden jedoch zusétzlich vier weitere exzentrische Aufnahmen
gemacht. Die Tragheitsmomente dieser Probekorper lassen sich auch wie be-

reits im Kapitel Theoretische Grundlagen gezeigt berechnen. Das Trégheits-
moment der diinnen Metallscheibe berechnet sich mit

1
= - MR?
J 2R

I =

wobei M die Masse der Scheibe, also mR?hp ist, das Triigheitsmoment dieser
Scheibe bzgl. der vier weiteren exzentrischen Aufnahmen bestimmt man mit
dem Satz von Steiner {iber

I = I,4+md

1
:§Mm+Mf
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mit dem Abstand a des Schwerpunkts der Scheibe von der Drehachse. Das
Tréagheitsmoment der Holzkugel berechnet sich wie folgt

2

[ =-MR?
5
und das der Holzscheibe mit
1
I =-MR*
2

wobei M die Masse der Scheibe; alsor 7w R?hp ist:

2.3 Kreisel

Um das Trigheitsmoment eines Kreisels zu bestimmen mifit man sowohl seine
Prézessionsdauer T}, als auch seine Umlaufdauer 7" und bestimmt damit {iber
die Gleichung w = 2% die Prazessionsfrequenz w, sowie die Umlauffrequenz
w des Kreisels und damit wie bereits im Kapitel Theoretische Grundlagen
hergeleitet mit Hilfe der Gleichung

,mal

Wpw

das Tréagheitsmoment des Kreisels.
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3 Versuchsauswertung

3.1 Bestimmung der Winkelrichtgrofie D
3.1.1 Statische Methode

Numerische Auswertung
Auswerteformel:

D:mgr

AD = |+—Am| |AT

oD A¢|

mit g = 9,81 N/K g und den Fehlern:
Am = 0,059
Ar = 0,05mm
Ap = 0,00874rad

m [g] |  [rad) | D [1022%] | AD107% Y]

10 0,113 2,858 2,384

15 0,209 2,322 1,083

20 0,244 2,654 1,054

30 0,375 2,592 0,788

40 0,471 2,752 0,584

50 0,593 2,732 0,469

60 0,803 2,423 0,321

70 0,943 2,408 0,265

90 1,152 2,533 0,246

100 1,222 2,654 0,241

Mittelwerte:
D = 2,593-10—2M

rad

— Nm

AD = 0,744-1073—

rad

Graphische Auswertung
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Stellt man die Gleichung um, so erhélt man aus der Gleichung D = %

die Geradengleichung;:

gr
p(m) = 5

. . gr
Mit der Steigung M = 5

Daraus erhélt man fiir die Winkelrichtgréfie D:

S

mMm
Mit Hilfe der linearen Regression (— Anhang) erhilt man fiir die Geraden-

steigung m,, = 12, 703%. Daraus ergibt sich:

D=0,255-1072 2

Eine Auswertung des Fehlers ist hier nicht moglich, da durch die hohe Streu-
ung der Messpunkte gegeniiber den sehr kleinen Fehlern, die graphisch als
Fehlerbalken nicht mehr einzuzeichnen sind, nicht ermittelt werden konnte.

3.1.2 Dynamische Methode

Fiir das Trégheitsmoment eines Vollzylinders gilt:

1 1
F=m (= 12)
" (4T T
Mit dem Satz von Steiner I =I5 + ma? 148t sich nun das Trigheitsmoment

der gesamten Anordnung, bestehend aus dem Triagheitsmoment der Stange
Is und der beiden Massenstiicke Iy und I berechnen.

1 1
Is = ms (374 + g5t

1 1
]Ml = Mpyn <4’I“12\41 + 12[%41) + mM1a2

1 1
[Mg = Mpyo9 <47’]2\/[2 + 12l12\42) + mM2a2
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Fiir das Gesamttriagheitsmoment und dessen Fehler gilt:

I = Is+ Iy + Inp2
ol ol ol
Al = A —A Al
|8m5 ms| + or Ts "s |0l5 S
ol ol ol
A A —Al
+ ‘ali ma| + |8rM1 Tyt ol M1
ol ol
A A —Al
+ ‘amMQ Mar2| + ‘(%Mg a2 + Olrra M2
Fiir die WinkelrichtgroBe G gilt:
I
= 47r —
|AAI‘ AT‘
a [em] | T [gm?] | AI [gm?] | D [10~ 2%’3] AD [10_3%]
0,284 | 43,84 0,1499 2,704 0,160
0,234 | 31,08 0,1228 2,720 0,188
0,184 |.-20,78 0,0962 2,722 0,225
0,159 | 16,56 0,0831 2,709 0,246
0,134 | 12,95 0,0701 2,676 0,267
0,084 | 7,583 0,0444 2,627 0,308
Mittelwert:
_ N
D = 2693-1022
rad
AD — 0.232.10-32"
rad

Graphische Auswertung

16

Durch umstellen der Gleichung D = 4%2% erhélt man die Geradengleichung:
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4 2
mit der Steigung My, = %
2
~p - ™
M

Durch lineare Regression der T? — [-Diagramm (— Anhang) erhélt man fiir
die Steigung m,,, = 1,4509‘%. Daraus ergibt sich fiir die Winkelrichtgrofie
D =2723- 10_2%. Der Fehler konnte hier nicht ermittelt werden, da die
Fehler der einzelnen Messgrofien zu klein sind, um sie graphisch erfassen zu

konnen.

3.2 Bestimmung der Haupttrigheitsmomente

Als Winkelrichtgréfie wird der Durchschnitt der vorangegangen Versuche be-
nutzt. Damit ist D = 2,670 - 107222 und AD = 0,488 - 1022

rad ”

3.2.1 Berechnung der Haupttriagheitsmomente

Kugel:
2 5 2
Iy = 3m7‘ = 1,649gm
ol ol
Al = |—Am|+ |—Ar{=0,925-10"*gm>
om or
Scheibe:

1
Is = §mr2: 1,872gm?>

Alg = MAm‘%— gAr

=1,697-10"2gm?
om or ’ gm

3.2.2 Messung der Haupttrigheitsmomente

Auswerteformel:
2
I - T?D
472
ol ol
Al = |—AT —AD
T ‘* 9D ’
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Kugel:
I =1,561gm*  AI =0,0491gm?
Scheibe:
I =1,670gm?>  AI =0,0518gm>
3.3 Satz von Steiner
Berechnung des Tragheitsmoments I;:
1
L, = —mr 2 + ma?
ol ol ol
st el
Messung des Tragheitsmoments I5:
T°D
I, —
1 472
1 I
A 82 ‘ |%AD‘
alem] | I [gm?] | AL [gm?] | I [AL)] Abwemhmngj%| [%]
0 14,01 0,071 14,14 0,320 0,93
4 15,14 0,099 15,16 0,341 0,13
8,1 18,61 0,128 18,47 0,408 0,75
12,2 24,44 0,157 2395 0,518 2,00
16,1 32,18 0,185 28,42 0,607 11,7
3.4 Kireisel
Auswerteformel:
;o Ml mly g
wpw  4m?
ol ol ol ol
Al = |—A —Al AT, AT
om m‘ ol ‘ ‘8T ’8T ‘
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Fehler:
Am = 0,05¢g
Al = 1,27Tmm
AT, = AT =0,5ms

Abstand [cm] | T}, [s] | T [gm?] | AL [gm?]
7,62 62,48 | 27,50 0,569
10,16 2894 | 16,99 0,281
11,43 22,89 | 15,11 0,229
12,70 18,92 | 13,87 0,195
15,24 13,95./712.28 | 0,152

4 Fehlerdiskussion

4.1 Statische Methode

Bei der Versuchsdurchfithrung ist die Achse nach der Auslenkung nicht selbsténdig
in den Nullpunkt zuriickgekehrt. Der Nullpunkt muBlte stets nachgestellt wer-
den. Damit wurde erheblichen Einflufl auf die Ergebnisse genommen.

4.2 Dynamische Methode

Die Zeit der Schwingungsdauer ist bei dieser Methode manuell gestoppt wor-
den. Trotz der Messung von 10 Perioden ist dieser Fehlerim Vergleich zu
den anderen Messfehlern der Grofite. Reibung und andere Einflifi diirfen
aufgrund deren kleiner Auswirkung vernachlassigt werden.

4.3 Haupttrigheitsmomente

Ein Problem stellte hier die Messung der Mafle der benutzten Korper dar.
Aufgrund ihrer Grole und ihrer Form waren diese nicht immer exakt zu
ermitteln, da ein Meflatte nicht immer an ihnen plan angelegt werden konnte.
Auch hier wurde die Periodenzeit wieder manuell gestoppt.

4.4 Steiner

Bei diesem Versuch wurde eine Metallscheibe benutzt, die an verschiedenen
Punkte auf der Drillachse befestigt wurde. Je weiter dieser Aufhédngepunkt
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vom Schwerpunkt entfernt war, desto grofier wurde das Drehmoment auf die
Achse. Trotz guter Befestigung konnte aber eine kleine Neigung der Scheibe
nicht vermieden werden, was zum taumeln der Scheibe wéhrend der Versuchs-
durchfithrung fithrte. Ebenfalls wurde die Periodenzeit manuell gestoppt.

4.5 Kreisel

Bei dem Kreisel mufite anfangs der Abstand des Gewichts auf der Drehach-
se so eingestellt werden, dafl auf die rotierende Scheibe kein Drehmoment
wirkt. Dies Einstellung erfolgte jedoch sehr ungenau. Da dieser Gleichge-
wichtspunkt als Referenzwert der anderen Messungen gilt und die Skala sehr
grob eingeteilt war, kam diese grofle Abweichung in der Auswertung der ein-
zelnen Messergebnisse zustande.
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