Versuch Nr. 7: Elastizitatskonstante von kristallinen Festkorpern

Vearsuch Nr. 7

Elastizitétskonstante
von kristallinen Festkorpern

Andreas Josef Birnesser

Andreas.Birnesser@wirtschaftsphysik.de

Sascha Wagner

Sascha.Wagner @wirtschaftsphysik.de

02. Oktober 2000

Dieses Dokument wird Ihnen vom Wirtschaftsphysik Alumni e.V. zur Verfugung gestellt. Seite 1von 26



Versuch Nr. 7: Elastizitatskonstante von kristallinen Festkorpern

Inhaltsverzeichnis
1. Theoretische Grundlagen........cccceei it 4
1.1, Aufbau VON FESIKOIPEM.....ccoiiiieieeeee s 4
1.2. Bindungen VON FESKOIPEMN........cciveiececie et etesee et 5
1.3, ElastisSChe MOQUIN........coiiiieeeeeee e 6
1.3.1.  Spannung und DENNUNG.........cceviieiieiiiciece e 6
1.3.2.  Spannungs— Dehnungs — KUIVe .........ccocooirerieneneneneeseseee 6
1.3.3. Das Elastizit&SmMOdUl i.....cceeveeeereereeie e 7
1.3.4. DasSchubmodul ... ..o i 8
1.35. DasKompressionSmMOodul........cccocueeeiteiieiiiieiieciee e esee e 9
1.3.6. Beziehungen zwischen den elastischen Konstanten...................... 9
1.4. Tensorcharakter der elastischen Konstanten.............ccccevveveveveeieneenens 10
1.5. Biegung eines einsaitig eingespannten Balkens ............ccooviiiienineenen, 11
2. VersuChsDesChr&hUNG ..........cuviii e irrrres e st e e saeee s 13
2.1. Statistisches Verfahren zur Bestimmung des Elastizitétsmoduls.............. 13
2.2.  Dynamisches Verfahren zur Bestimmung des Elastizitdismoduls............ 14
3. Vel SUCNSAUSNEN TUNG. ... eeiiieie it teee sttt e e et e e nan e e b e e eneeas 15
3.1. Statistisches Verfahren zur Bestimmung des Elastizitétsmoduls.............. 15
3.1.1. Gewichtsbestimmungen mit einer Waage:...........cccccverererennnnn. 15
3.1.2. Bestimmen der-Abmessungen des Metdlstreifens. .................... 15
3.1.3. Elastizitdétsmodul des Aluminiumstreifens...........ccccocvvererennene 16
3.1.4. Elastizitdtsmodul des Kupferstreifens..........ccccceveevcieeiiesieeninnns 17
3.2. Dynamisches Verfahren zur Bestimmung des Elastizitéésmoduls............ 19
3.2.1. Elastizitdtsmodul des Aluminiumstreifens..........cccccoccereervrennee. 19
3.2.2. Elastizitdtsmodul des Kupferstreifens.........ccccvevevveveneesieceenee. 20
TG T BT | 01 TS 23
N 1= o TS QU 1SS T o o S 25

Dieses Dokument wird Ihnen vom Wirtschaftsphysik Alumni e.V. zur Verfugung gestellt. Seite 2von 26



Versuch Nr. 7: Elastizitatskonstante von kristallinen Festkorpern

Abbildungsverzeichnis

Abbildung 1: Spannungs-Dehnungs-Diagramm...........cccccoccvevieiiveennen.
ADDIAUNG 2: SCNEMUNG ...
Abbildung 3: Zur Definition des SpannungsStensors.........cccceeveeeveenen.
Abbildung 4: Biegung eines BalKens............ccccvereneninienencnese e
Abbildung 5: Versuchsaufbau statische Methode.............cccooeeeenneeen.
Abbildung 6: Versuchsaufbau dynamische Methode ..............cce........
Abbildung 7: Biegung eines Aluminiumstabes .......cc.occevvvrieieeiienienne
Abbildung 8 : Biegung eines Kupferstabes................ioi e ineneeieceene
Abbildung 9: Abhangigkeit von Masse und Auslenkung.....................

Dieses Dokument wird lhnen vom Wirtschaftsphysik Alumni e.V. zur Verfigung gestellt.

Seite 3von 26



Versuch Nr. 7: Elastizitatskonstante von kristallinen Festkorpern

1. THEORETISCHE GRUNDLAGEN

1.1. Aufbau von Festkérpern

Fur den Aufbau von Festkorpern gibt es prinzipiel zwel verschiedene Mdglichkeiten.
Einersaits die amorphe Form, be der das Gitter keine Fernordnung aufweist und
andererseits die kristalline Form mit der regeméaligen Anordnung der atomaren
Bausteine.

Amorphe Form: Amorphe Korper besitzen in ihrem Aufbau keinerlei Struktur. Sie
entstehen in der Modellvorstellung dann, wenn man eine Flissigkeit so schnell abkuihlt,
d.h. ihr so schnell die innere Energie entzieht, dass sich die Molekule nicht zu einer neuen
geordneten Struktur anordnen koénnen. Amorphe Korper besitzen keinen definierten
Schmelzpunkt, sondern se gehen beim Erwdrmen almahlich in den echten flissigen
Zustand Uber. In der Literatur werden sie deshab haufig den Flssigkeiten mit einer sehr
hohen, aber endlichen Viskositédt zugeordnet.-Beispiele sind Rul3, Wachs, Teer oder auch
Glas.

Kristalline Form: Die Struktur adler kristallinen Korper ist-durch eine bestimmte, regel-
maldige raumliche Anordnung gekennzeichnet. Man kann<ihre Struktur anhand eines
Modells verdeutlichen. Als Ausgangspunkte wahlt man sogenannte Basisatome bzw.
Bassmolekile, die in periodischen Abstanden aneinandergereint sind. Die Periodizitét
erlaubt es, das Gitter als Vidfaches einer Einheit, der Elementarzelle, zu beschreiben.
Auguste Bravais (1811 — 1893) wies auf mathematischem Wege nach, dass es 14
maogliche Formen dieser Elementarzelle gibt. Die 14 Bravaiszellen lassen sich zu sieben
Krigtalfamilien zusammenfassen: triklin, monotriklin, rhombisch, tetragonal, hexagonal,
trigonal und kubisch. Das Gitter des kristallinen Korpers lasst sich durch Symmetrie-
operationen auf die jewellige Bravaiszelle aufbauen. Alle Bereiche des kristalinen
Festkorpers befinden sich daher in einer wohldefinierten Lage bzw. Orientierung
zueinander. Diese Eigenschaft des kristallinen Festkorpers ist in der Festkorperphysik
enorm wichtig und wird as Fernordnung bezeichnet.

Der ideale Kristall ist durch eine streng gesetzméallige Anordnung der Atome oder 1onen
definiert. Die Redkristalle unterscheiden sich aufgrund ihres Entstehungsprozesses von
den Idealkristallen dadurch, dass sie Fehlordnungen aufweisen.

Man klassfiziert diese. Krigtdlbaufehler nach ihrer Dimensiondité. Die null-
dimensionalen Fehlordnungen werden as Punktfehler bezeichnet, die eindimensionalen
sind die sogenannten Versetzungen und zu den zweidimensionalen gehtren Fléachen im
Krigal, an denen die Gitterperiodizitét unterbrochenist.

Punktfehler: Der einfachste denkbare Punktfehler besteht darin, dass ein Atom irgendwo
in der Struktur fehlt. Statt dessen befindet sich an diesem Platz eine Leerstelle. Derartige
Punktfehler bezeichnet man as Schottky — Defekte. Umgekehrt kann auch ein
zusétzliches Atom der gleichen Art in der Gitterstruktur vorhanden sein. Es befindet sich
dann as Zwischengitteratom auf einem Zwischengitterplatz. Diese Fehlordnung nennt
man Anti — Schottky — Defekt. Treten beide Defekte gekoppelt auf, so dass ein Atom
seinen Platz in der Gitterstruktur verlasst und sich an einer Zwischengitterstelle einlagert,
so spricht man von Frenkel — Defekten. Aufgrund der thermischen Energie eines
kristallinen Korpers sind die genannten Punktfehler stets vorhanden und werden auch
Eigenfehlordnungen genannt.

Chemische Fehlordnungen treten auf, wenn Fremdatome auf reguléren Gitterplétzen
oder auch Zwischengitterpldtzen eingebaut werden. Sind die Fremdatome wesentlich
kleiner as die Atome des Gitters, so werden sie meist in das Zwischengitter eingebauit.
Dies wirkt sich auch auf die optischen und elektrischen Eigenschaften des kristallinen
Festkorpers aus.
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Versetzungen: Eine Versetzung kann im Moddl folgendermal3en verdeutlicht werden.
Be der Schraubenversetzung wird der Kristall entlang einer Schnittflache teillweise
aufgetrennt. Dann wird ein Tell der Netzebene, im Grenzfall nur eine Atomschicht, um
einen geringen Betrag nach unten versetzt und anschlief3end wird der Kristall wieder
zusammengesetzt. Bel der Stufenversetzung wird eine Ebene bis zur Schnittlinie
eingeflgt. Im Redfall kann eine solche Versetzung durch duffere Krafteinwirkungen
entstehen.
Zweidimensionale Defekte: An der Korngrenze stoléen jeweils zwei Kristallindividuen
aneinander. Zur Kennzeichnung muss die gegenseitige Orientierung der Korner genau
bestimmt werden. Zu den zweidimensionalen Defekten gehoren beispielsweise die Ober-
flachen jedes realen Kristalls.
Kristalline Kdrper, welche nur Punktfehler und Versetzungen aufweisen, werden als Ein-
kristalle bezeichnet. Ist der Festkorper jedoch aus zwel gegeneinander verdrehten Ein-
kristallen zusammengesetzt, so spricht man von einem Bikristall. Bel einem Polykristall
treten im Festkorper viele verschieden orientierte Einkristalle auf.
Betrachtet man die physkalischen . Eigenschaften, wie z.B.. Wéarmeeitfahigkeit,
elektrische Leitféhigkeit, Lichtgeschwindigkeit“etc., so ~gibt es zwe verschiedene
Moglichkeiten:
a) Die physkalischen Eigenschaften sind in dlen Richtungen gleich, d.h. invariant
gegenlber der Rotation. Dieses Verhalten wird als isotr op bezeichnet.
b) Die physkalischen Eigenschaften variieren mit der Richtung, in der se gemessen
werden. Dieses Verhalten wird as anisotr op bezeichnet.
Ist der Festkorper stofflich und physikaisch nicht einheitlich und gleichmédig gebaut, so
ist er heter ogen. Erweist er sich beztiglich seiner stofflichen Eigenschaften a's Einheit, so
ist er homogen.

1.2. Bindungen von Festkorpern

Der Aufbau der Kristallstruktur aus Atomen wird neben den geometrischen Prinzipien
auch sehr stark-von den zwischenatomaren Kréften beeinflusst. Diese Bindungskréfte
treten in vier verschiedenen Bindungstypen zum Vorschein: lonare, kovalente,
metallische und Van — der — Waals — Bindungen.

lonare Bindungen: Be diesem Bindungstyp gehen ein oder mehrere Elektronen von
einem Atom auf das-andere Uber. So entstehen zwel gegensdtzlich geladene, sich
anziehende lonen.

Kovalente Bindung: Diese Bindung kommt dadurch zustande, dass sich aufere
Elektronen der betelligten Atome zu- Paaren verbinden und so gemeinsam im
Potentialfeld beider Atome bewegen. Die beteiligten Atome bletben im Unterschied zur
lonenbindung im zeitlichen Mittdl eektrisch neutra.

Metallische Bindungen: Be der metalischen Bindung wird die dreidimensonale
Anordnung aus podtiven Atomrimpfen vom Elektronengas, das von den
Valenzelektronen herriihrt, zusammengehalten.

Van — der — Waals — Bindung: Die Van — der — Waas — Bindung beruht auf eine
schwach anziehende Dipol-Dipol-Wechsadwirkung. Diese tritt auf, wenn in den
Kristallatomen oder -molekilen gegenseitig momentane Dipolmomente induziert werden.
Die Wechsalwirkung dieser induzierten Dipolmomente fuhrt zu einer schwachen
elektrischen Anziehungskraft.
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1.3. Elastische Moduln

Festkorper konnen unter Einwirkung von auferen Kréften ihre Form und ihr Volumen
andern. Bleibt die aufgebrachte Kraft unter einem Schwellenwert, so bilden sich die
Verénderungen nach dem Wegnehmen der Kraft wieder zurlick. Der Korper nimmt sein
urspringliches Volumen und seine urspringliche Form ein. Diese Eigenschaft der
Festkorper bezeichnet man als Elastizitét.

Erfolgt diese Volumen bzw. Formdnderung mit anndhernd Schallgeschwindigkeit im
betreffenden Festkdrper, so nennt man dieses Verhalten Elastizitat im engeren Snne.
Beansprucht die Volumen bzw. Formanderung mehr Zeit, as der Schall fir die Durch-
querung des Korpers bendtigt, dann spricht man von Anelastizitat oder elastische
Nachwirkung.

Oft bleibt ein Tell der Verformung des Festkorpers nach der Wegnahme der Kraft
bestehen und bildet sich auch nicht, wie beim anelastischen Verhaten, nach langerer Zeit
zurtick. Die Verformung ist irreversibel. Bel solchen Phdnomenen, die von bleibender
Dauer sind, spricht man von plastischer Verformung.

1.3.1. Spannung und Dehnung

Unter der Spannung s versteht man den Quotienten aus einer Kraft F und der Héche A,
auf welcher die Kraft F senkrecht im Zentrum angreift, d.h.

FA
S = . 1.a
i (13

Oft spricht man von einer Druck- bzw. Zugspannung.

Wirkt auf die Flache eines Korpers der Lange | eine gleichméaldig verteilte senkrechte
Kraftkomponente, so bewirkt diese eine Langenanderung DI . Als Dehnung e definiert
man:

e= [I)_' (1b)

Greift die Kraft F parale zur Flache A an, so erfahrt der Korper die Scherspannung t:

=0 @
A
1.3.2. Spannungs — Dehnungs— Kur ve
G‘J
Eruchgranes
Hruzhpunkl
Flialgranre
Clastizitais- |
granze Zug
Frapartianalitata-
grefee
Stapshung Dehnuag
Druck I"_‘,_'T'i_"' ¢
%
elaatinsher b b
Bareizh plasgtisah- Flich

= elastischer _
i~ Bereleh Hewiich

Abbildung 1: Spannungs-Dehnungs-Diagramm
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Mit den Grélen e und s lasst sich das Verhdten eines gewohnlichen Metals bel

angelegter Spannung darstellen. Obwohl dabel die Spannung die unabhdngige und die
Dehnung die abhangige Variable ist, hat es sich eingebirgert, auf die Ordinate solcher
Spannungs — Dehnungs — Diagramme s und auf der Abszisse e abzutragen.

Bis zur Proportionaitétsgrenze hdngen Spannung und Dehnung linear voneinander ab. In
diesem Bereich gilt das Hookesche Gesetz s ~e . Erhéht man die Spannung weiter, so
folgt die Dehnung nicht mehr linear. Bis zum Erreichen der Eladtizitdtsgrenze ist jede
Verformung reversibel. Man befindet sich im eastischen Bereich. Es schliefdt sich der
plastische Bereich an, in dem die Verformung nicht mehr auf den Ausgangspunkt zuriick
geht. Aufgrund der Aufweichung der Struktur flacht die Kurve ab und der Korper beginnt
zu flielfen. Danach erreicht die Spannung wieder ein absolutes Maximum bel der
Bruchgrenze, an welcher der Kérper zu zerreisen beginnt. Die Spannung geht zurtick und
der Korper zerreil3 am Bruchpunkt.

Mit Hilfe der Spannungs-Dehnungs-Kurve konnen ,elastische Konstanten* definiert
werden. Diese charakterisieren die Verformbarkeit des Korpers, genauer gesagt geben sie
den Widerstand an, den ein Korper einer Verformung entgegensetzt.

1.3.3. Das Elastizitatsmodul

Auf einen Koérper mit der Oberflache A wirkt die Zugspannung s. Fir den Hookeschen
Bereich der Spannungs — Dehnungs — Kurve definiert man die Steigung der Kurve als
Elastizitatsmodul E:

S FX
=== ®
e AxXDI
Beachte: das E-Modul ist ba Druck und Zug nicht unbedingt gleich grof3, aber bel viden
Materialien trifft dies zul

Poissonsche — Zahl: Auler einer Langenanderung tritt bei der Dehnung eines quader-
formigen Korpers:mit quadratischer Grundflache der Lénge | auch eine Querkontraktion
auf, d.h. die Dicke.d nimmt um Dd ab. Es gilt nach dem Hookeschen Gesetz:
DI _Dd
1T d
Die Proportionaitdtskonstante heif3t Poissonsche Zahl m

m= - 0L const 5)
d Dl

@

Berechnung der VVolumenanderung:
DV =(d- Dd)’ {| +Di)- d? A
= (02 - 25d>0d + (Dd)?)1 +D1)- d2
=d? ¥ - 2xd>Dd A +(Dd)? ¥ +d? >0l - 2xd xDd >Dl +(Dd)? <Dl - d? ¥
» d? xDl - 2>d xDd ¥
Es ergibt sich aus Gleichung (6) die relative Volumendnderung zu:
Dv _D

T_I_x(l- 2xm)=e><(1- 2xm)=sE><(1- 2><m) (1)

©)

Herleitung der oberen Grenze der Poissonschen Zahl m
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DV _ DI >‘(Dj)2 :DTI><1' 2>¢n)

V | xd?
2
p Dd =1-2xn
_1 (od)?
b m—E- d2x2 (8)

Aus Gleichung (8) folgt also, dass m£ 0,5. Setzt man diesen Wert in Gleichung (7) en,

0 ergibt sch mit e > 0, dass DV > 0. Normalerweise liegt die Poissonsche Zahl m
zwischen 0,2 und 0,5. Allerdings kann sie auch bel einigen Substanzen, wie z.B.: Holz,
Knochen, Schwamme etc. negativ sein, d.h. bei einer angelegten Spannung dehnt sich der
Korper in einem bestimmten Bereich in ale drei Raumrichtungen aus.

Da Flissigkeiten praktisch inkompressibdl sind ergibt sich as Poissonsche Zahl 0,5.

1.3.4. Das Schubmodul

Auf die Oberfléche eines Korpers wirkt die Scherspannung t+, wodurch die Seitenkanten
des Korpers um den Winkel g (in rad) geschert werden. Das Volumen des Korpers bleibt
konstant. Man definiert eine welitere elastische Konstante, den Schubmodul, welcher bel
der Torsion und Scherung von Festkdrpern eine wichtige Rolle spidlt:

t_F
G=—=—— 9
g AX
Diese Definition gilt jedoch nur firr sehr kleine Winkd g£10°° rad. Dann kann g auch
durch tang = Da/a ersetzt werden. Daraus folgt :

F xa
g o
Ad

!-d -
Vil

=

¥

1 ‘

-'I . R

i 2 | .-._. /

[l ¥ S Mo

i

N
“A

.\.
o,

fal

Abbildung 2: Scherung
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1.3.5. Das Kompr essionsmodul
Auf einen Quader mit dem Volumen V wirkt der alseitige Druck p und bewirkt die
relative Volumenénderung DV /V . Die sogenannte Kompr essibilitat k ist definiert ds:

1. dv
Y

k = 11
v (11
Ihr Kehrwert K hell3t Kompressionsmodul:
K :l:-v x% (12)
k dv

1.3.6. Beziehungen zwischen den elastischen Konstanten
Zusammenhang zwischen E und K: Auf einen Wirfel mit der Kantenlange L, und dem

Volumen V, =L3 wirkt ein hydrostatischer, d.h, von alen Seiten gleich groRer Druck.
Die Spannung s verkirzt die zu ihr paradlelen Kanten um

DL, =L, xSE (13)
wahrend die zu ihr senkrechten Kanten verlangert werden:
DL, =L, exm=L, xSExm (14)

Jede Kante wird bel alseitigem Druck genau einmal verkiirzt und zweimal gedehnt,
daraus ergibt sich die neue Kantenl&nge L:

L=ly+L +L, =L 81 2 +2> xm2 (15)
e E E o
Das neue Volumen V = L* kann mit Hilfe der Taylorreihe angenzhert werden zu:
.3 o
VEL =38 S 4258wl » 13- 38 (1-2m)?° (16)
e E E g e E
Somit gilt fUr die relative V olumenéanderung:
DV _ 3¢
—=-——X1-2xm 1
SHhs {L-12>m) (17)
Setzt man Gleichung (17) in Gleichung (12) ein, so erhdlt man fir s =Dp:
1 E
k 3X1- 2xm) (18

Zusammenhang zwischen G und E: Mit Hilfe einer 8hnlichen Herleitungen lasst sich auch
die folgende Gleichung begriinden:

G=_ E
2X(L+m)

Die beiden oben genannten Zusammenhange sind von elementarer Bedeutung. Durch ihre
Verknipfung kénne alle Ubrigen Beziehungen abgeleitet werden.

(19)
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1.4. Tensorcharakter der eastischen Konstanten

Wirken auf einen Festkorper mehrere Kréfte gleichzeitig in  verschiedene
Raumrichtungen, so kommt es zu einer Uberlagerung von Dehnungen, Stauchungen,
Scherungen, Kompressionen und Dilatationen.

k
z
1'I.'= ﬂr
// -
P Tex i
T
Tps Tpr = Oy
Tay Tyx
T, =0 fl e
EF] o _,:”-.
¥
f -~
S 4

=
/ X
Abbildung 3: Zur Definition des Spannungstensor s
Auf jede Oberfléche eines wirfelformigen Probekorpers wirken verschiedene Kréfte, die
jeweils in ihre Komponenten beziiglich eines kartesischen Koordinatensystems zerlegt
werden konnen. Auf jede Seite wirken somit zwei orthogonale Scherspannungen und eine
Zugspannung. Der erste Index steht jeweils fur die Richtung der Fachennormalen,
wéahrend der zweite die Kraftrichtung angibt. Der Spannungszustand des Korpers kann
durch den symmetrischen Spannungstensor § beschrieben werden:

T .
§=¢t, s, t

Yy yz |
S sl

@, t, t,0
+ (20)

—

Um die Veformung ndher beschreiben zu konnen betrachtet. man die relativen
Langenanderungen . e; und die Scherwinkel g;; und erhdt auf diessm Weg den

Verzerrungstensor e:

2. 9y 9,9
ercd f Yep ig, - (21)

Pn 9y Cug

Die dlgemeinste Form des Hookeschen Gesetzes kann also wie folgt formuliert werden:

§=Cx (22)
Die maxima 81 Elemente des Tensors C heifen elastische Konstanten und kénnen mit
Hilfe von Symmetrieeigenschaften des Kristalls auf 3 bis 21 unabhéngige Konstanten
C, reduziert werden. Ist die Elementarzelle kubisch, so bleben lediglich drei
unabhdngige Kongtanten Ubrig. Ist der Festkérper zusétzlich isotrop, so bleiben zwel
Kongtanten, die sogenannten Lamé-K onstanten brig.
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1.5. Biegung eines einseitig eingespannten Balkens

Abbildung 4: Biegung eines Balkens

Die von Bernoulli entwickelte Theorie geht davon aus, dass der Baken Uberdl den
gleichen Querschnitt besitzt. Man kann in Gedanken den Baken in eine Anzahl dinner
horizontaler Schichten © zerlegen, wobel ene Schicht bel der Biegung keine
Langenanderung erfahrt. Oberhalb dieser neutralen Schicht werden die Schichten
gedehnt, darunter gestaucht.

Die relative Langenanderung einer im Abstand .y von der neutraen Faser befindlichen
Schicht betrégt:

(Rey)d -Rdi _ 6 _y )
dx dx R

Die Kraft die an einem Querschnittselement dz dy angreift, it nach der Definition des
Eladtizitdtsmoduls gegeben durch:

dF :% xdlz>dy (24)
F == xgy xdzxdy (25)
R

Dies bedeutet, dass die neutrale Faser immer durch den Schwerpunkt des Querschnitts
geht, fur den qy >dz>xdy verschwindet.

Das Drehmoment der elastischen Kréfte, welches den Querschnitt um eine parallele zur z-
Achse zu drehen versucht, ergibt sich zu:

E E
M| = Ay xdF = = xcy? xdz>xdy =— x| . 26
M= Qy>dF = X0y dzdy =1 (26)
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Dabei ist | das Flachentrégheitsmomert:
| =gy’ xdz>dy (27)
Mit den Integrationsgrenzen z=0bisz= bund y=- < bis y=4 folgt:
| =L xd? 28)
12
Das Drehmoment, welches durch die Masse mverursacht wird, betrégt:
IM¢=mxg (L - ) (29)
Aus der Gleichgewichtsbedingung fur die Drehmomente folgt:
E x|
—— =mxgAL- x) (30)
Fur die Krimmung gilt mit

1_d _d a#lyd
— 31
R dx dx dez (1)
d’y _mxg
—=——XL- X
dx? AL %)
Dafur x=0 sowohl y als auch % Null sind, miissen bei der zweimaligen Integration
keine I ntegrationskonstanten beriicksichtigt werden.

(32)

_mxg a x> x°0
- —= 33
Ex )§ 2 6 5 3
Fur das Elastizitédesmodul am freien Ende gilt y(L) = h:
4 o Mg
E= A
b edg h (39
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Versuch Nr. 7: Elastizitatskonstante von kristallinen Festkorpern

2. VERSUCHSBESCHREIBUNG

2.1. Statistisches Verfahren zur Bestimmung des Elastizitétsmoduls

Einspannung

Mulllage § —

C oo o
Featatell-
schrauben

Messpunkie ©

.
Riroklammer-#

Faden

Platte mit Millimeterpapier

i [nfenlrolle

3 CGiewichtsschale

Abbildung 5: Versuchsaufbau statische M ethode

Zuerst misst man die Lange L eines Metalstreifens mit dem Messstab, die Breite b mit
der Schublehre und die Dicke d mit der Mikrometerschraube. Fir den Versuch spannt
man dann einen Metallstreifen einseitig in eine Einspannvorrichtung ein. Mit Hilfe einer
Gewichtsschale, welche mit verschiedenen Gewichtsstiicken beschwert werden kann,
wird Uber eine -Umlenkrolle eine Kraft auf den Metalstreifen. Ubertragen. Bel
ansteigender Belastung der Gewichtsschale mit Massestiickchen, welche zuvor gewogen
wurden, wird die Audenkung h (,, Biegepfeil“) des MetdlIstreifens abgetragen und danach
gemessen. Dies wiederholt man mit vier verschiedenen. Einspannungen des
Metdlstreifens. Zu beachten ist, dass bel jeder Einspannung die zugehdrige Lange des
Streifens neu vermessen wird. Zur Bestimmung des EModuls benutzt man folgende
Formd:

Ciewichte

_ AN F
Estat 3 !
bxd® xh
wobei | die Lange des Balkens ab der Einspannung, d die Dicke des Balkens, b die Breite
des Balkens, h die Auslenkung und F die Gewichtskraft der Gewichtsschale mit den
jeweiligen Gewichtsstlicken ist.
Beachte: Man befindet sich nur fir eine Audenkung h £0,2l im Proportionalitétsbereich
des Metallgtreifens.

(35
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2.2. Dynamisches Verfahren zur Bestimmung des Elastizitdtsmoduls

> Emspannung
Frequenzmessgeril

....
....

Lo

Photodiode

Abbildung 6: Versuchsaufbau dynamische M ethode

Dersdlbe Metdlstreifen wie in Versuch 2.1. wird wiederum einseitig eingespannt und
durch Audlenkung in harmonische $hwingung versetzt. Durch diese Schwingung wird
der Lichteinfall auf die Photodiode periodisch unterbrochen. Mit einem an die Photodiode
gekoppeltem Messgerédt kann die Periodendauer der Schwingung bestimmt werden. Diese

Schwingung gehorcht der Differentialgleichung:

m_  Ex 9Y*m

=- 36
M2 r xoxd qx* (30)
Das E-Modul I&sst sich, aus der Periodendauer T berechnen:
2 ,.2
E:ae2>p>4 g Jroxd 37
1,875° XT l
Die Messungen werden mit verschiedenen Einspannungen durchgeftihrt.
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Versuch Nr. 7: Elastizitatskonstante von kristallinen Festkorpern

3. VERSUCHSAUSWERTUNG

3.1. StatistischesVerfahren zur Bestimmung des Elastizitétsmoduls

3.1.1. Gewichtsbestimmungen mit einer Waage:

Messungenauigkeit Dm der Waage: 0,001g

Messen der Massen mg,,;... der Gewichtstiicke in [g]:
1,073 1,083 1,085 1,087 1,087, 1,071
1,073 1,076 1,096 1,093 1,082 1,065
1,086 1,081 1,098 1,095 1,086

Arithmetisches Mittdl: m =.11,083g

Standardabweichung: Snoeice =  940%07°/g

Varianz: S mcewice = 88340°° @

Masse mg,,. der Gewichtsschale: 4,030 9

Masse M ,, des Aluminiumstreifens: 7649 (Messungenauigkeit 0,1 g)

Masse M, des Kupferstreifens: 26,6 g (Messungenauigkeit 0,1 g)

3.1.2. Bestimmen der Abmessungen des M etallstreifens:

Messen der Lange | mit einem Messstab in [mm:

Messungenauigkeit DI des Messstabes: 05mm
Lange | ,, des Streifens aus Aluminium: 301,5mm
Lange |, des Streifens aus Kupfer: 3005 mm

Messen der Dicke d mit einer Mikrometerschraubein [mm]:

Messungenauigkeit Dd der Mikrometerschraube: 0,01 mm

Probe Aluminium Kupfer
Messung 1 047 0,50

Messung 2 048 0,51

Messung 3 049 0,51

Messung 4 048 0,50

Messung 5 0,49 0,53
Arithmetisches Mittel: d, = 048mm do, = 051mm
Standardabweichung: Sia = 837x07° mm Sicu = 1234072 mm
Varianz: Sga = 7,0040°° mm? Sg.cu = 1,5040% mm?
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Versuch Nr. 7: Elastizitatskonstante von kristallinen Festkorpern

Messen der Breite b mit ener Schublehre in [mm:

Messungenauigkeit Db der Schublehre: 0,05mm

Probe Aluminium Kupfer
Messung 1 20,00 20,00

Messung 2 20,10 19,95

Messung 3 20,10 19,85

Messung 4 20,00 20,00

Messung 5 20,00 20,00
Arithmetisches Mittel: b, =2004mm b, =199 mm
Standardabweichung: Sa = 548X02mm S.cu = 6524072 mm
Varianz: Spa =-300%0% mme Sgcu = 42540°° mn?

3.1.3. Elastizitatsmodul des Aluminiumstr eifens

Bezeichnungen: F: Kraft, welche senkrecht am Streifen angreift.
h,: Biegepfeil, bel der jeweiligen Messung i
h:  Mittelwert der Biegepfeile
L. Einspannlange des Streifens = 266,5 mm
4606 F
Formen: E=—x—+
rmeln 5 >§; ; XF
F = mxg
Grof3en: g= 9,81%
Messungenauigkeit Dhder Auslenkung: 0,5 mm

F [mN] | h, [mm] | h, [mm] |'hg[mm] | h, [mm] | Afmm] | s, [mm] | E [GPa] | dE [GPa]

39,534 19,5 20,0 20,0 20,0 19,9 0,22 67,11 4,53

50,162 25,0 255 25,0 25,0 25,1 0,22 67,36 4,42

60,790 30,0 30,0 30,0 30,0 30,0 0,00 68,36 4,43

71,417 35,0 355 35,5 35,0 353 0,25 68,35 4,39

82,045 40,0 41,0 41,0 40,5 40,6 0,41 68,14 4,34

92,673 45,0 45,0 46,0 46,0 455 0,50 68,72 4,36

103,300| 495 50,0 51,0 51,0 50,4 0,65 69,18 4,42

113,928 54,5 54,5 56,0 55,0 55,0 0,61 69,88 4,44

124,556 | 59,0 59,5 61,0 60,5 60,0 0,79 70,04 4,48

135184 635 64,0 66,0 65,5 64,8 1,03 70,44 4,55

145811 67,5 68,0 70,5 70,5 69,1 1,39 71,17 4,68

156,439 72,5 72,0 74,0 74,5 73,3 1,03 72,05 4,62

167,067 77,0 76,0 775 78,5 77,3 0,90 72,96 4,64
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Versuch Nr. 7: Elastizitatskonstante von kristallinen Festkorpern

Arithmetisches Mittel: E = 695340° Pa
Literaturwert: E = 71,00 ¥0° Pa
Standardabwei chung: Se = 1,78X0° Pa
Varianz : SE = 317%0° Pa?
Gauss — Fehler: dE =  448%0° Pa
E ¢ JBES . S
dE =J . T g° Al e‘ﬂm ﬂb/u ; >gb Al gﬂdm ; >gd Al Cah B Oy

g istdas Jewelhge Maximum der Standardabweichung und der M essungenauigkeit.

3.1.4. Elastizitdtsmodul des Kupferstreifens

Bezeichnungen: F: Kraft, welche senkrecht am Streifen angreift.
h, Biegepfeil bei der jeweiligen Messung i
h:  Mittelwert der Biegepfeile
L: Einspannlange des Streifens = 266,5 mm
. _4@0 F
Formeln: E =5 %; -
F= mxg
Grofen: g=981%
Messungenauigkeit Dh : 05 mm
FInN]| h,{mm] | h, [mm] | hg[mm] | h, [mm] | b [mm] | s, [mm] | E [Gpd | dE [Gpd]
39,534 10,5 10,0 10,5 10,5 104 0,2 107,13 9,32
50,162 135 13,0 135 13,0 133 0,3 106,44 8,69
60,790 16,0 16,0 16,0 155 15,9 0,2 107,66 8,50
71,417 18,5 19,0 19,0 185 18,8 0,3 107,09 8,26
82,045 21,0 215 21,5 22,0 215 04 107,29 8,15
92,673 24,0 24,5 245 245 244 0,2 106,389 8,04
103,300 27,0 26,5 27,5 27,5 27,1 0,4 107,07 7,99
113,928 29,5 295 30,0 30,0 29,8 0,3 107,66 8,00
124,556 32,5 32,5 32,5 325 325 0,0 107,75 797
135,184 35,0 35,0 35,5 35,5 35,3 0,3 107,82 7,95
145,811 375 375 375 38,0 37,6 0,2 108,95 8,01
156,439 40,0 405 405 40,5 404 0,2 108,93 8,00
167,067 425 43,0 435 435 431 04 108,91 7,98
177,694 45,0 455 455 46,0 455 04 109,80 8,03
188,322 47,5 48,0 48,0 47,5 478 0,3 110,88 8,10
198,950 50,0 51,0 50,5 495 50,3 0,6 111,31 8,15
209,577 52,5 53,0 53,0 52,0 52,6 04 111,96 8,17
220,205 54,5 55,5 56,0 55,5 55,4 0,5 111,80 8,16
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Versuch Nr. 7: Elastizitatskonstante von kristallinen Festkorpern

Arithmetisches Mittdl: E = 108,6340° Pa
Literaturwert: E = 123,00 ¥0° Pa
Varianz : SE = 324X0° Pa?
Standardabwei chung: S = 1,8040° Pa
Gauss — Fehler: dE = 819x0° Pa
2TE 6 AE & 2IE 6 EE 6 AES
0 0
E = T, Fe—% XOh T Oro t T Oia tC—* Or
J s &mg Top o Edn o &g O

g ist das jewelige Maximum der Standardabweichung und der Messungenauigkeit.
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Versuch Nr. 7: Elastizitatskonstante von kristallinen Festkorpern

3.2. Dynamisches Verfahren zur Bestimmung des Elagtizitdtsmoduls

3.2.1. Elastizitatsmodul des Aluminiumstreifens

Bezeichnungen:

Formdn:

Grofien:

Messungenauigkeit DT der Zeit:
Messungenauigkeit DI der Einspannlénge:

=48 x

Periodendauer einer Schwingung
Einspannlénge des Streifens

rop?xo*

(1,875)"* xd? <T?

r =2702%9
m

(Literaturwert)

lus

05mm

Messung 1: Eingpannungdange | = 274,5 nm

M essung 2: Eingpannungdéange | = 244,5 nm

Messung 3: Einspannungdange | = 2035 mm

Messung 1 Messung 2 Messung 3
T[ps] E [GPd] T[ps] E [GPd] Tps E [GPd]
192278 68,46 151167 69,15 105145 69,15
192163 68,54 150782 69,50 104934 69,43
191645 68,91 150955 69,34 105049 69,28
191837 68,78 150781 69,50 104990 69,36
191726 68,85 150784 69,50 104974 69,38
191567 68,97 150901 69,39 104858 69,53
191502 69,02 150628 69,64 104778 69,64
191452 69,05 150910 69,38 104778 69,64
191273 69,18 150677 69,60 104546 69,95
191187 69,24 150617 69,65 104917 69,45
191093 69,31 150729 69,55 105132 69,17
191055 69,34 150706 69,57 104358 70,20
190937 69,43 150807 69,48 105378 68,85
191001 69,38 150748 69,53 104274 70,31
190776 69,54 150809 69,48 104274 70,31
190588 69,68 150440 69,82 103458 71,43
190579 69,69 150445 69,81 105509 68,68
190910 69,44 151205 69,11 103787 70,97
190456 69,78 150126 70,11 106664 67,20
190409 69,81 150571 69,70 102491 72,78
190736 69,57 149559 70,64
190318 69,88 150893 69,40
150058 70,17
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Versuch Nr. 7: Elastizitatskonstante von kristallinen Festkorpern

Messung 1.
Arithmetisches Mittel: E = 69,2740° Pa
Varianz : Se = 016%0° Pa?
Standardabweichung: S = 040%0° Pa
Messung 2:
Arithmetisches Mittel: E = 69,6140° Pa
Varianz : St = 011%0° Pa?
Standardabweichung: S = 034%0° Pa
Messung 3:
Arithmetisches Mittdl: E = 69,7340° Pa
Varianz : S = .1,28%0° Pa?
Standardabweichung: S = 1,13107 Pa
Gesamtmessung:
Arithmetisches Mittel: E = 6954x0° Pa
Varianz : S = 039%0° Pa?
Standardabwei chung: S = 062%0° Pa
Gauss — Fehler: dE = 3,01x40° Pa
E O 2fE & AE o
0
cE = T OO0 tho =T ia TE—T O
\/ 1 B Al ﬂdAI R LAl &M o T

g ist das jewellige Maximum der Standardabweichung und der Messungenavigkeit.

3.2.2. Elastizitatsmodul des Kupfer streifens

Bezeichnungen: T Periodendauer einer Schwingung
l: Eingpannlénge des Streifens
2 g4

Formeln: E=48x_' P A

(1,875)* xd® xT?
GroRen: r =89335 (Literaturwert)
Messungenauigkeit DT der Zeit: lus
Messungenauigkeit DI der Einspannlénge: 0,5mm

Messung 1. Eingpannungdéange | = 206,0 mm
Messung 2: Eingpannungdénge | = 238,0 nm
Messung 3: Eingpannungdéange | =267,0 mm
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Messung 1 Messung 2 Messung 3
T[ps E [GPd] T[ps E [GPd] T[us E [GPd]
145664 111,73 195576 110,43 245516 110,99
147301 109,26 195212 110,84 245554 110,95
147657 108,73 194969 111,11 245518 110,99
147938 108,32 194624 111,51 245439 111,06
148210 107,92 194754 111,36 244993 111,46
148085 108,10 194436 111,72 245139 111,33
148143 108,02 194598 111,54 245054 111,41
148048 108,16 194675 111,45 244908 111,54
148008 108,22 194382 111,79 244799 111,64
147957 108,29 196330 109,58 244736 111,70
147883 108,40 194427 111,73 244765 111,67
147796 108,53 194266 111,92 244856 111,59
147820 108,49 194273 111,91 244498 111,91
147805 108,51 194095 112,12 244596 111,83
147874 108,41 194174 112,03 244356 112,04
147656 108,73 194337 111,84 244438 111,97
147726 108,63 194280 111,90 244640 111,78
147842 108,46 194278 111,91 244443 111,97
147694 108,68 194378 111,79 244327 112,07
147586 108,84 194266 111,92 244296 112,10
147412 109,09 244517 111,90
147215 109,38 244429 111,98
148056 108,15 244444 111,96
146955 109,77 244436 111,97
244215 112,17
244382 112,02

Messung 1:

Arithmetisches Mittel: E = 108,7110° Pa

Varianz : N = 10,62%0° Pa?

Standardabwei chung: S = 0,7940° Pa

Messung 2:

Arithmetisches Mittdl: E = 111,52x0° Pa

Varianz : St = 039%0° Pa?

Standardabwei chung: S = 06240° Pa

Messung 3:

Arithmetisches Mittdl: E = 111,7040° Pa

Varianz : SE = 014%0° Pa?

Standardabweichung: S = 038%0° Pa
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Gesamtmessung:
Arithmetisches Mittdl: E = 110,64%40° Pa
Varianz : Se = 0,38x0° Pa?
Standardabweichung: S = 059x0° Pa
Gauss — Fehler: dE = 538x40° Pa
IE O 2E 6 o 1=
. ¢ 0
cE = g_: >gIZ,Cu +§—: >gdz,Cu +Q_+ >g'|?
Mo & de, elT g

g ist dasjewellige Maximum der Standardabweichung und der Messungenavigkeit.
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3.3. Diagramme

Uber prifung der Naherungsfor mel fur
Aluminium

" —=— Berechnete Kurve

/ ' Gemessene Kurve

AT — Polynomisch
e (Gemessene Kurve)

100 200 300

Abstand zur Einspannung [mm]

Audenkung [mm]
W b

=N g1 O
O OO OO oo
& ]

o

Abbildung 7: Biegung eines Aluminiumstabes

Uber prifung der Naherungsforme fur Kupfer

30 1

N

/ —s— Berechnete Kurve

1 Gemessene Kurve

c / — Polynomisch
. (Gemessene Kurve)
O '% T T 1

0 100 200 300

Audenkung [mm]
5 & 8

Abgtand zur Eingpannung [mm]

Abbildung 8 : Biegung eines K upfer stabes
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Gewichts-Auslenkungs-Diagramm

90 ~

80
= 70
£ 60 * Aluminium
2 50 = Kupfer
> . ..
g 40 — Linear (Aluminium)
7 0 — Linear (Kupfer)
< 20

10

0 T T 1

0 10 20 30
Masse[g]

Abbildung 9: Abhangigkeit von Masse und Auslenkung
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4. FEHLERDISKUSSION

Das Elastizitdtsmodul, das mit der satischen Methode ermittelt wurde, stimmt mit
erstaunlicher Genauigkeit mit dem Elastizitdtsmodul Uberein, welches mit dem
dynamischen Verfahren festgestellt wurde. Dies it sowohl in der Messung mit
Aluminium, as auch in der Messung mit Kupfer bestétigt worden. Es ist dso nicht davon
auszugehen, dass grofkere systematische Fehler in der Versuchsdurchfihrung gemacht
worden sind.

Die Schwankungen der Messreihen bel der statischen Methode bedarf jedoch einer
kurzen Betrachtung. Eine recht grof3e Ungenauigkeit liefert die Mittelung der Masse-
stlickchen bel der statischen Methode. Um das Verfahren zu optimieren, hétte man die
Massestiicken jeweils mit ihren Gewicht kennzeichnen miissen, um eine genauere Aus-
wertung zu erreichen.

Eine mogliche Fehlerquelle wére aufferdem, dass bel der Versuchsdurchfuihrung die Kraft
moglicherweise nicht vollstandig senkrecht an: dem Metdlstreifen wirkte. Fur die
Biegung wére in diesem Fal nur eine kleinere Kraftkomponente als gewollt zusténdig.

Bel der dynamischen Methode sind aufgrund der Konstanz der Messwerte systematische
Fehler nahezu ausgeschlossen. Zu Berticksichtigen wére lediglich, dass bel der Biege-
schwingung natlrlich eine gewisse Dampfung durch den Luftwiderstand gegeben ist.
Man kann dies auch an Hand der Messreihen beobachten. Die Schwingungsdauer des
Streifens wird mit steigender Messung stets kleiner, was zu einer sténdigen Erhdhung des
Elagtizitdtsmoduls fuhrt.

Zu beachten ist aulRerdem, dass die Abmessungen des Metallstreifens recht stark tber die
Probe hinweg schwankten. Da bei der Berechnung des Elastizitdtsmoduls bei beiden
MelRmethoden enige GrofRen mitunter sogar in der dritten Potenz in die Gleichung
eingehen, it es erstrebenswert eine maoglichst idedle Probe bei der Messung zu
verwenden.

Das fir Aluminium ermittelte Elastizitétsmodul stimmt mit sehr groRer. Genauigkeit mit
dem Literaturwert Uberein. Beim Kupfer gab es jedoch eine grofere Abweichung von
diesem. Dieser Unterschied ist moglicherweise auf das Alter und auf Verformungen des
Metalls, welche schon beim Versuchsbeginn bestanden, zurtickzufhren. Aul3erdem ist es
moglich, dass es sich nicht um en absolutes Reinmetall handelt, sondern dass sich
kleinste VVerunreinigungen eingeschlichen haben, welche die Eigenschaften des Kupfers
derart verandern. AuRerdem sind die Eigenschaften durch Oxidation mit Sicherheit nicht
mehr so wie im Reinmetall.

Die Kurve der Bakenbiegung stimmt fir Kupfer und Aluminium fir die héheren Werte
recht genau mit den berechneten Werten tberein. Im Anfangsbereich treten jedoch recht
starke Abweichungen von der Idealkurve auf. Zu Begrinden ist dies mit der Tatsache,
dass beide Metdlstreifen schon vor Versuchsbeginn recht stark verbogen waren, und
somit nicht mit der ideslen Nullstellung Ubereinstimmten. Auf}erdem wurde die Kurve
erst nach dem Anhdngen der Maximakraft mit weniger Gewichten gezeichnet.
Wahrscheinlich wurden die Metdlstreifen durch die Maximalkraft ein wenig plastisch
verformt, was dazu fihrte, dass die Streifen nicht mehr ganz genau auf den Ausgangswert
zurtickkehrten.
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