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1 Theoretische Grundlagen

1.1 Awufbau der Festkorper

Beim Festkorper ist die mittlere kinetische Energie seiner Bestandteile klei-
ner als ihre Bindungsenergie. Die Molekiile sind in festen Positionen ange-
ordnet, sie konnen lediglich um ihre Mittellage schwingen oder rotieren. Ein
Festkorper besteht also aus rdumlich periodisch angeordneten Grundbaustei-
nen, die durchaus punkt- oder linienférmige Fehlstellen aufweisen diirfen. Er
besitzt eine Kristallstruktur. Unter idealen Festkérpern versteht man Korper
mit einer streng regelméfigen ‘Anordnung der Atome, Molekiile und Ionen.
Reale Festkorper weisen dagegen durchaus Fehler'im Kristallgitter auf. Kri-
stalle sind ideale Festkorper, deren Bestandteile an Gleichgewichtslagen ge-
bunden sind, die sich im allgemeinen in geometrisch-periodischer Folge wie-
derholen, d.h. die Bestandteile bilden feste Raumgitter. In der Regel sind
die Eigenschaften der Kristalle anisotrop, d.h. sie hdngen von der Richtung
(bezogen auf das Kristallgitter) ab.

Einkristalle zeigen parallel ausgerichtete Basisstrukturen, aber auch Fehl-
stellen im Gitter. Sie kénnen sowohl aus reinen Substanzen als auch aus Legie-
rungen oder gezielt verunreinigten Stoffen bestehen, ihre duflere Form spielt
keine Rolle. Im Gegensatz zu den Polykristallen héingen die Eigenschaften der
Einkristalle meist von der Orientierungsrichtung des Finkristalls ab. Polykri-
stalle bestehen aus Kernzellen, die jeweils eine bestimmte kristalline Struk-
tur besitzen. Diese Struktur beschrankt sich im allgemienen auf eine solche
Kernzelle, so dass die einzelnen Kristallstrukturen statistisch {iber mehrere
Kernzellen gemittelt in alle Raumrichtungen orientiert sind. Aufgrund dieser
statistischen Orientierungin alle Raumrichtungen:sind Polykristalle isotrope
Substanzen, d.h. ihre Eigenschaften sind in ‘allen' Raumrichtungen gleich und
auch ihre Verformungen sind isotrop.

Diese Richtungsabhéngigkeit der physikalischen Eigenschaften trifft auch
auf Glaser zu. Glaser sind hochviskose Schmelzen, die sehr langsam in den fe-
sten Zustand iibergehen (entglasen). Sie entstehen aus dem fliissigen Zustand
durch rasches Abkiihlen.

Ein ebenfalls isotroper Stoff sind amorphe Substanzen. Sie bestehen aus
mikrokristallinen Bruchstiickstrukturen, sind instabil gegen den Ubergang in
den kristallinen Zustand und bilden einen Zustand zwischen Festkorpern und
Fliissigkeiten.
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1.2 Fehlstellen, Kristallbaufehler, Versetzungen

Fehlstellen konnen wie bereits erwédhnt punkt- oder linienférmig ausgebildet
sein. Unter punktformigen Fehlstellen versteht man unter anderem Leerstel-
len, d.h. unbesetzte Platze im Kristallgitter und Zwischengitterplitze, die
durch zusétzliche Teilchen besetzt werden kénnen. Diese Arten von Fehlstel-
lungen kénnen durch den Kristall wandern und innerhalb einer Relaxations-
zeit wieder verschwinden. Bei rascher Abkiihlung bleiben Fehlstellen haufig
erhalten. Weitere Fehlstellen sind Fremdteilchen, die normale Gitterplitze
einnehmen oder sich zwischen Gitterpositionen schieben kénnen. Zudem sind
auch Schrauben- oder Stufenversetzungen moglich. Sie &ndern das elastische
Verhalten des Kristallgefiiges, so dass einzelnen Schichten ungehinderter auf-
einander gleiten konnen.

1.3 Elastizitiat und Anelastitzitat

Die Eigenschaft der Festkorper, unter dem Einflufl von Kréften ihre Form und
ihr Volumen reversibel, also nur voriibergehend, zu &ndern und zwar nur so
lange, wie die duleren Kréfte wirksam sind, bezeichnet man als Elastizitét.
Elastisches Verhalten im engeren Sinn beschreibt die Erscheinung, dass die
Volumen- und Forméinderung momentan' erfolgt, sobald die Kriifte angelegt
bzw. entfernt werden. Erfolgt die Volumen- oder Forménderung nicht mo-
mentan, so spricht man von anelastischem Verhalten oder von elastischer
Nachwirkung. Semit beschreibt der Begriff Anelastizitat denVorgang, dass
eine Verformung nicht momentan, sondern erst nach einer-gewissen Zeit wie-
der verschwindet. Dies beruht auf mikroskopischen Prozessen, bei denen Ato-
me ihre Plidtze tauschen: Anelastisches Verhaltenist'immer mit Energiever-
lusten verbunden, da hierbei-Atome des Kdérpers zu Schwingungen angeregt
werden, die seine thermische Energie erhohen.

1.4 Plastizitat

Oft kehrt ein Festkorper nicht mehr in seinen Ausgangszustand zuriick, wenn
die Kraftwirkung aufhért, so dass Volumen- oder Forménderungen zuriick-
bleiben, die nicht mehr verschwinden. Solche bleibenden Phinomene wer-
den als plastische Verformung oder Plastizitdt bezeichnet. Eine solche Ver-
formung tritt ein, wenn die Elastizitédtsgrenze eines Materials iiberschritten

'so schnell wie eine Schallwelle den Kérper durchqueren kann
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wird. Zunéchst dehnt sich das Material starker als im elastischen Bereich, bis
es schliellich reifit. Jede dieser Verformungen oberhalb der Elastizitédtsgrenze
ist irreversibel. Bei einer plastischen Verformung eines Korpers verlagert sich
ein grofler Teil seiner Atome irreversibel an andere Stellen.

1.5 Spanungs-Dehnungs-Kurve

Wird ein Draht gedehnt, so hiangt die beoachtete Dehnung Al sowohl von
der Anfangsléinge [, des Drahtes als auch von seinem Querschnitt ab. Um
eine Melkurve zu bekommen, die nur durch Art und Struktur des Materi-
als bestimmt ist verwendet man reduzierte Einheiten. Die relative Dehnung
wird mit € = %2 bezeichnet, die (mechanische) Spannung® mit o = %, wobei
F die auf den dazu senkrechten Querschnitt A der Probe wirksame Kraft
ist. Dabei wird angenommen, dass die Kraft gleichméBig iiber die Fliche A
verteilt ist. Mit diesen reduzierten Gréflen (e und o) lassen sich nun MeB-
kurven darstellen, die unabhéngig von der Form der Probe sind, sie werden
Spannungs-Dehnungs-Kurven genannt. Obwohl die Kraft bzw. die Span-
nung die unabhéngige und die Dehnung die abhéngige Variablen sind, ist es
iiblich die Spannung auf der Ordinate und die Dehnung auf der Abszisse
einer Spannungs-Dehnung-Kurve aufzutragen. Aufgrund der Irreversibilitét
der plastischen Verfomung kann nur der Elastizitdtsbereich, d.h. der Be-
reich bis zur Proportionalitatsgrenze gy, reversibel sein. Bei einer Spannungs-
Dehnungs-Kurve folgt auf den Elastizitéatsbereich der Leichtgleitbereich, dar-
auf der Verfestigungsbereich und schliefilich kurz vor der Zerreifigrenze der
sogenannte Flie3bereich.

1.6 Elastische Module

Die elastischen Module charakterisieren allgemein die Verformbarkeit einer
Substanz, genauer gesagt den Widerstand, welchen der Korper einer verfor-
menden Kraft bzw. Spannung entgegensetzt. Sie sind nicht konstant, sondern
héngen vielmehr von Temperatur, Druck und vom elektomagnetischen Feld
usw. ab. Der Elastizitdtsmodul, der die Steigung der Spannungs-Dehnungs-
Kurve im Elastizitédtsbereich entspricht, bezeichnet man mit £ = ‘fl—‘e’ bzw.
bei linearem Verlauf £ = Z. “Harte” Stoffe besitzen also einen grofien Ela-

stizitdtmodul, “weiche” einen kleinen.

2¢ ist eine dimensionslose Einheit
3Dimension M L~*T~2 und die SI-Einheit N/m?
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Wird ein Draht gedehnt, so vergréflert sich nicht nur seinen Lénge, son-
dern es kommt auch zu einer Verkleinerung des Querschnitts, einer soge-
nannte Querkontraktion und auflerdem zu einer Zunahme des Volumens des

Drahtes. Das Verhiltnis der relativen Radiusdnderung e, = —%Od zur relati-
ven Léngendnderung ¢ = Al wird als Poissonzahl p bezeichnet. Wobei sich

[
|| bzw. L auf die Richtung der wirksamen Kraft beziehen. Es gilt also:

€] _ Ad/do

T Al @

Da Ad die Anderung der ‘Drahtdicke radial nach innen gerichtet ist, wird
sie negativ gerechnet, worauthin p eine positive Gréoflie mit Dimension Eins
darstellt. Die relative Volumenadnderung AV/V; ergibt sich durch:

AV = (dy+ Ad)*(lp + Al) — d3ly (2)
= AV+V—V (3)
dAAL+ 2doloAd + 2do AdAL +Ad?ly + Ad*A (4)

Da bereits Al und Ad sehr klein sind gegeniiber [y und dy, kénnen die
quadratischen Terme AdAl, Ad?, Ad*Al vernachléssigt werden. Somit gilt:

AV @A+ 2doloAd

== 5)
Vo dglo (5)
Al Ad
= —_— 27
b~ do (6)
= €+ 2 o— €| — 2€||/,L (7)
(9)

Daraus folgt, dass sich das Volumen nur vergréfiern (u < 0,5) oder gleich
bleiben kann (p = 0,5). Bei allseitigem Druck p wird die relative Volu-
menédnderung AV/V; durch den Kompressionsmodul K = —Vbj—"} bzw. die
sogenannte Kompressibilitit x = % beschrieben.

Betrachten wir nun die Volumeninderung bei hydrostatischem* Druck.
Dabei setzen wir zu Vereinfachung der Betrachtung den Druck aus sechs paar-
weise einander entgegengerichteten Kréften entlang der Koordinatenachsen

4auf allen Seiten eines Korpers wirkt der gleiche Druck
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zusammen. Wird ein Wiirfel der Kantenlédnge [y zunéchst einer uniaxialer
Druckbelastung durch eine Kraft F' = —ol2 ausgesetzt, so verkiirzt er sich
dabei in Druckrichtung um Al = [y % und verldngert sich in den beiden senk-
recht dazu stehenden Richtungen um pAl. Zur Vereinfachung werden nun
alle {inbeteiligtenFléchen festgehalten, so dass die Verformung jeweils nur in
einer Richtung erfolgt. Aus einem Wiirfel vom Volumen V, = [§ wird bei
diesem Vorgang ein Prisma mit dem Volumen

V = (lo+ pAD (1o = Al) = B(1+u)*(1 - 7)

Beim Ausmultiplizieren konnen die zweite und hohere Potenzen von Z bzw.
1% vernachléssigt werden, da diese proportional zu Al/ly und klein gegen 1
sind. Somit ergibt sich V' = [3(1+ %(2u—1)). Fiir die relative Volumenénde-
rung erhélt man somit:

AV V-V, V-l o
Vo W B8 E

(2u—=1)

Wird der Wiirfel nun auch in die beiden anderen Richtungen senkrecht dazu
durch je eine. gleichgrofie Kraft F' zusammengedriickt und seirder Wiirfel so
fixiert, dass ersich nicht unter dem Einflufl der Krafte als Ganzes verscheibt,
so verdndert sich sein Volumen in erster Naherung noch zweimal um densel-
ben Betrag wietoben. Insgesamt dndert sich also das Volumen des Wiirfels
um:

AV

_ 39

S =3zeu- (10)

Diese drei gleichgrolen Kréfte, senkrecht auf drei zueinander orthogonalen
Wiirfelflichen entsprechen einem allseitigen Druck der Grofie p = lEg Da der
0

Wiirfel fixiert sein sollte, wirken auf ihn zu F' entgegengesetzte Reaktions-
krifte von den Stiitzflichen. Damit kann dieses Ergebnis fiir AV/V; mit dem
Kompressionsmodul K = —VOAA—{} verglichen werden:

Vo F E

K=-Ap =~ =
PAV = T B302u—1)
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bzw. mit o = ZEQ
0

E E
K =35 —1) = 30 -2

Somit folgt fiir «:

1 3(1—2p)
SRS B (12)
(13)

Hiermit ist gezeigt, dass sich fiir. isotrope Korper der Kompressionsmodul K
bzw. die Kompressibilitaet v durch F und p ausdriicken 148t. Diesen Beweis
kann man fiir beliebig geformte Korper fiithren. Da jeder Stoff bei allseitigem
Druck sein Volumen verkleinert, miissen K und s geméf ihrer Definition po-
sitiv sein. Der Schubmodul spielt bei Scherung und Torsion von Festkérpern
eine Rolle und ist definiert als das Verhéltnis der wirksamen Spannung zum
Winkel v um den die Seitenkante eines Wiirfels daduch gekippt wird:

g=_T (14)
Ay v

Der Boden des betrachteten Wiirfels wird festgehalten und an seiner Deck-
fliche A wirkt eine zur Bodenfliiche parallele Kraft Fj. Diesen Vorgang nennt
man Scherung, weshalb der Schubmodul auch oft als Schermodul bezeich-
net wird. 14 gilt nur fiir sehr kleine Winkel v < 10~3rad, denn dann kann

tany = % durch ~y ersetzt werden.
Fj, eine Kraft; die parallel zu einer Fliche A angreift bezeichnet man als
Tangential-, Scher- oder Schubkraft. 7 = % wird als Tangential-, Scher oder

Schubspannung bezeichnet im Gegensatz zu o= L&, einer Normal-, Zug-

A
oder Druckspannung.

2 Versuchsbeschreibung

2.1 Bestimmung des G-Moduls durch Verdrillen von
Drihten

2.1.1 Statische Methode

Ein diinner Rundstab von der Lange [ und vom Radius Ry, der am oberen En-
de fest eingespannt ist, trigt an seinem unteren, freien Ende eine horizontale
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Scheibe vom Radius R. An zwei gegeniiberliegenden Punkten dieser Scheibe
sind Schniire angebracht, die iiber Rollen gelegt sind. An den Schnurenden
befinden sich Schalen zum Auflegen von Massestiicken. Auf jede Schale wer-
den Massenstiicke der Masse m mit der Gewichtskraft G = mg aufgelegt.
Somit wirkt auf den Stab das Drehmoment M = Fl = 2GR = 2Rmg. Unter
der Einwirkung von M dreht sich die Scheibe um den Winkel ¢, der mit
Hilfe eines an der Scheibe fest fixierten Zeigers gemessen werden kann. Wird
der Zeiger um die Strecke a ausgelenkt, so kann a auf einer parallen, zum
Scheibenrand und senkrecht zum Zeiger fixierten Skala abgelesen werden.
Der Winkel ¢, um den die Scheibe ausgelenkt wurde, berechnet sich mit dem
Radius r (Abstand Scheibenmittelpunkt — Skala) wie folgt:
a

b= (15)
Da dieser Versuch auf die Verdrillung eines Stabes basiert, kann der Verdril-
lungswinkel ¢ auch auf eine andere Weise berechnet werden . Betrachten wir
zunédchst anstelle eines kompakten zylindrischen Stabes einen sehr diinnen
Hohlzylinder der Linge [ mit dem Radius 7 und der Wandstérke dr. Der
Hohlzylinder sei am oberen Rand festgehalten, am unteren greife das kleine
tangentiale Kréaftepaar dF an, wodurch der Rand des Hohlzylinders um den
Winkel ¢ verdreht wird. Der Neigungswinkel einer Mantellinie ist nun néhe-
rungsweise .= FT@ (tany = 7). Betrachtet man nun den Hohlzylinder langs
der Achse aufgeschnitten, so erhélt man die Mantelfliche als Ebene, welche
einem Prisma der Dicke dr entspricht, das durch die Kraft dF einer Scherung
um vy ausgesetzt ist.. Daher gelten die Beziehungen:

T = G
hyvglk

TEIT TG
_ dr

T T ouA

dA = on7dF

Die Gleichungen ineinander eingesetzt ergibt:

ldF°

Y ordiG
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Ersetzt man noch dF durch das Drehmoment dM = 7dF und integriert
gleichzeitig iiber den Radius bzw. das Drehmoment, folgt:

M Rp
Jav—= [ QWZG“%Sdf
0 0

ausintegriert erhédlt man die Gleichung fiir die Torsion:

21
pu— M =
. 7GR} =G

4lm49R (16)

TRy
Der Radius Rp des Drahtes wird mit einer Mikrometerschraube gemessen.
Diese Messung mufl sehr genau sein, da der Fehler von Rp mit dem vierfachen
Gewicht in den relativen Fehler von GG eingeht. R wird mit einer Schieblehre,
[ mit einem Mafistab mit Millimetereinteilung gemessen.

2.1.2 Dynamische Methode

An einem Draht der Lénge [ und dem Durchmesser 2R héngt ein rotati-
onssymmetrischer, scheibenformiger Kérper K derart, dass er sich um seine
Figurenachse drehen kann und dass diese Achse zugleich die Achse des Drah-
tes ist. Wird & um den Winkel ¢ aus seiner Ruhelage verdreht, so {ibt der
Draht auf K ein riicktreibendes Drehmoment aus, dafl nach 16 proportional
zur Auslenkung ist. Die Proportionalitétskonstante wird als'Richtmoment D
bezeichnet. Fiir sie gilt:
4

M= —g%G@ =Dy (17)
LaBt man nun K in dieser verdrillten Stellung los, so erfahrt er nach Newton
die (Dreh-)Beschleunigung

(18)

.M
L

Aus (17) und (18) folgt somit M = —D¢ = I¢ und daraus ergibt sich
die Differenzialgleichung bzw. die Schwingungsgleichung, die die Bewegung
dieses Systems beschreibt:

I1$+Dp=0 (19)
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. . D
oder ¢ +w?p =0 mit w? = £

Hiernach fiithrt der Koérper eine Drehschwingung mit der Schwingungsdauer
T = %” = 27r\/% aus. Miffit man diese, so gilt unter der Voraussetzung, dass
I bekannt, ist fiir den Schubmodul die Gleichung;:
21 8mll

= R4DD ~ R3T? (20)
wobei [ das Tragheitsmoment des Koérpers K um seine Dreh- bzw. Figu-
renachse darstellt. K hat jedoch aufgrund der Ansatzstiicke keine einfache
geometrische Form und somit ist./ schwer zu berechnen. Daher wird zunéchst
die Schwingungsdauer. T'von K gemessen, dann.wird das Trégheitsmoment,
durch das getrennte Auflegen von 5 unterschiedlichen Kreisringen mit der
Masse my, dem Innenradius r;, und dem AuBenradius r,,, um das leicht
zu berechnende Tragheitsmoment g, des jeweiligen Kreisrings vergrofert
und erneut die Schwingungsdauer Tk, gemessen. Dann folgt aus Gleichung

(2.1.2):
[I+1
Tg, = 27 TR'“ (21)

Durch Quadrieren von (19) und (21) und durch Subtraktion folgt die Glei-

chung
I
Tp,” —T*=4r"=2t
und damit
DSyt~ 1Rl
Ty >V

in der ausschliellich /g, , das Tragheitsmoment des Kreisrings vorkommt, das
man nach der Gleichung I, = %msk (rf}c + rgk) berechnet. Setzt man nun die
Gleichung fiir D in Gleichung (20) ein, folgt:

l Ig
G=8"—fr v 22
"R (T3, - 1) 22)
Zur Bestimmung von G sind also 7" und Tk, moglichst sicher zu ermitteln.
Die Radien r;, und 7,, mifit man mit der Schieblehre, Rp mit der Mikrome-

terschraube und [ mit einem Mafistab mit Millimeterteilung.
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3 Versuchsauswertung

3.1 Statische Methode

Gemessene Werte:

I = 0,912m
Al = 0,5mm
R = 0,08m

AR = 0,5mm
Rp = 0,0008m
ARp = 0,0025mm

r = 0,15m
r = 0,5mm
Aa = bdmm

Aus der GI. 16 folgt durch Umstellen:

7TR4
Y gR

Bezeichnet man s als Steigung im m — ¢—Diagramm, so erh&lt man:

R}, 4lgR
G=G=sT"
Wgr” T T S TRY

S =
Durch lineare Regression (— Anhang) erhélt-man:

s = 0, 03549k— As =0, 004693k—

rad rad

=G = 78,96GPa
Fiir den Grofitfehler ergibt sich:

oG oG
AG = &SA‘ alAl‘ AR’ %ARD

= 11,96GPa

11
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3.2 Dynamische Methode

Aus Gl. 22 ergibt sich durch Umstellen:

8l 7 ~ Stei 8l
— eigung s =
GRL'" SIS 2T GRY

Den Wert der Steigung s und As erhélt man wieder durch lineare Regression
(— Anhang).

(T2 -T%) =

52
s = 892,9——

kgm
o2
As = 67,5——
kgm
weitere gemessene Werte
[ = 1,001lm
Al = 0,5mm

Rp = 0,001261m
ARp = 0,5mm
G = 186,74GPa

AG = ‘—As

—Al( %ARD

= 17,84GPa

4 Fehlerdiskussion

Im allgemeinen ergibt sich-bei der statischen Methode das Problem, dass
die Nulllage durch die einseitge Belastung nicht exakt bestimmt ist und so
die gemessenen Winkel ¢ fehlertrichtig sind. Eine Verbesserung der stati-
schen Methode wiirden Messungen in beiden Drehrichtungen bewirken. Die
dynamische Methode ist wesentlich exakter, da sich hier das Problem der
Bestimmung der Nullage nicht ergibt.

Ein grosses Problem, dass bei unseren Messungen auftrat war,dass der
Draht verbogen war und keinen gleichméssigen Querschnitt besass. Eine wei-
tere Fehlerquelle bestand darin, dass die obere Arretierung des Drahtes be-
weglich war und sich so bei den Versuchen, vor allem bei der dynamischen
Methode, z.T. merklich mitbewegte. Dadurch beschrénkte sich die Schwin-
gung bei der dynamischen Methode nicht nur auf eine Torsionsschwingung,
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sondern enthielt einen erheblichen Anteil an linearen Schwingungen. Bei der
statischen Methode trat zusétzlich das Problem auf, dass die Faden, an de-
nen sich die Schalen mit den Massestiicken befanden, wiahrend dem Versuch
nicht in den vorgesehenen Kerben blieben und somit das Ablesen der Auslen-
kungen verfilschten. Aufgrund dieser grossen Anzahl an Fehlerquellen sind
die Messwerte relativ ungenau.
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