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1 Theorie

1.1 Mechanische Schwingungen

Schwingungen entstehen, indem ein Sytem leicht aus einer stabilen Gleichge-
wichtslage ausgelenkt wird. Zum Beispiel lassen sich Federn durch Stauchung
oder Dehnung in Schwingung versetzen. Andere Schwingungssysteme sind das
Fadenpendel oder Fliissigkeiten im U-Rohr. Grundsatzlich unterscheidet man die
freie harmonische, die freie geddmpfte und die erzwungene Schwingung.

1.1.1 Die freie harmonische Schwingung

Der einfachste Fall ist die freie harmonische Schwingung. In einem System wird
eine Masse aus der Gleichgewichtslage ausgelenkt und erfiahrt eine Riickstellkraft
Fr proportional zur Auslenkung und dieser entgegen gerichtet. Es gilt ein lineares
Kraftgesetz, und zwar solange dies im Hookeschen Bereich erfolgt. Mit Hilfe des
zweiten Newton‘schen Axioms erhélt man folgenden Zusammenhang:

%’:mx:—Daﬁ
D

=T+ —v=0 (1)
m

Hierbei handelt es sich um eine homogene lineare Differentialgleichung zweiter
Ordnung. Diese ldsst sich mit folgendem Ansatz losen:

x(t) = & cos (wt)
Hierzu die zweite Ableitung nach der Zeit:
i(t) = —wi cos (wt)
Das ganze nun in (1) eingesetzt liefert

(—w?+ 2)i cos (wt) = 0

o= B
Im Folgenden steht wy immer fiir die Kreisfrequenz der freien harmonischen
Schwingung.
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1.1.2 Die freie gedampfte Schwingung

Bei der freien geddmpften Schwingung treten neben der Riickstellkraft zusatzlich
noch Reibungsverluste auf. Diese Ddmpfung kommt durch Luftwiderstdnde oder
mechanische Reibung zustande und ist von der Geschwindigkeit abhéngig. Man
kann sie auch kiinstlich erzeugen, beispielsweise mit einer Wirbelstrombremse.
Hierbei wird in einem bewegten Objekt zwischen einem Elektromagneten ein
ringférmiger Strom induziert. Dadurch entsteht eine Kraft, die der Bewegung
entgegen wirkt und somit das Objekt abbremst. Ausfhrlicher beschrieben in [1]
Wenn man nun diese Reibungskraft zu der Kréftebilanz der freien harmonischen
Schwingung hinzufiigt erhélt man

mi = —Dx — ki

Hieraus und mit den Abkiirzungen w3 = £ und 26 = £ ergibt sich die Differen-
tialgleichung der freien geddmpften Schwingung

i+ 200 +wir =0 (2)
Diese 16st man mit dem Ansatz
z(t) = et
Setzt man dies nun oben ein erhélt man

(A 4 20\ + wi)deM =0 (3)

und dazu die Losungen des charakteristischen Polynoms

)\1’2 = -0+ \/52 — w% (4)

Es sind nun drei Fille zu unterscheiden. Je nachdem ob der Radikand der Wurzel
aus (4) positiv, negativ oder Null ist, spricht man entweder vom Schwing-, Kriech-
oder aperiodischen Grenzfall.
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Der aperiodische Grenzfall tritt also auf, wenn gilt
0 = wy
Dann ist
z(t) = (c1 + cot)Zeto

eine Losung von (3). Man nennt dies auch kritische Dampfung.

Der Kriechfall tritt in Erscheinung, wenn gilt
o> wo

Dann folgen mit

)\1:—5—1—\/52—%%
/\2:—5—\/(52—&)%

und

zwei Losungen von (3). Man spricht hierbei auch von einer iiberkritischen Dadmp-

fung. Als Losung ergibt sich
l’(t) = f (Ale)\lt + Age)\?t)

Die graphische Darstellung von Kriechfall und aperiodischem Grenzfall be-
findet sich auf Seite 5. Man kann erkennen, dass der aperiodische Grenzfall eine
weit stidrkere Dampfung darstellt als die iiberkritische Dampfung. Er stellt also
die schnellste Moglichkeit dar, die Gleichgewichtslage eines Schwingsystems her-
zustellen. Dieses Phdnomen wird z.B. dazu benutzt, bei analogen Messgerédten
den Zeiger sofort in die Nullstellung zu bringen, anstatt warten zu miissen bis er

sich beruhigt hat.

Im Schwingfall, auch unterkritische Dampfung genannt, gilt
)\1/2 = -0t iw
mit
w = /wg — 62
Wiederum in (3) eingesetzt erhélt man nun
—5t6iwt

x(t) = ze mit dem

Realteil Re = #e™% cos (wt) und dem

Imaginirteil Im = te~% sin (wt)

Am Realteil kann man den Verlauf der Schwingung ablesen, die e-Funktion als

Einhiillende, der Cosinus beschreibt die Auslenkung.

5
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Abbildung 1: Aperiodischer Grenzfall und Kriechfall

Das logarithmische Dekrement A wird definiert, um ein Ma#f fiir die Stérke
der Dampfung zu erhalten. Dazu bildet man den Quotienten zweier nebenein-
anderliegender Amplitudenmaxima und setzt diesen mit der Einhiillenden (der
e-Funktion) gleich:

An — o TOT

An+1

Beide Seiten logarithmiert ergibt das logarithmische Dekrement

A-ln( An >_5T (5)

(n+1)

Man definiert das Verhéltnis zweier aufeinanderfolgender Amplituden V:

A
V= L
An+1
Fir den Fehler von V erhalt man
A, AA, | |—AL A A )
V, =VEAV = +
Ani1 (‘ Apia ’ A%H

Eingesetzt in Formel (5) erhdlt man

A AA
V,=In(VE+AV)=In|—2 | + 24+
( ) (AnJrl) <|An+1

Die genaue Rechnung hierzu kann man in [2] nachlesen.

‘ Af4n+1
AnJrl

)

6
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Abbildung 2: Schwingfall

1.1.3 Erzwungene Schwingungen

Wenn man auf einen gedampften freien Schwinger eine periodische Kraft F, wir-
ken ldsst, so nimmt das System nach einer einer Zeit At die Kreisfrequenz der
der Kraft an. Das System schwingt zuerst in seiner in einer Uberlagerung aus
Eigenfrequenz und der anregenden Frequenz. Die Intensitdt der Eigenfrequenz
wird durch die Dampfung des Systems kontinuierlich verringert, bis es nur noch
in der anregenden Frequenz schwingt. Diese Zeit nennt man die Einschwingphase.
Eine derartige Schwingung nennt man erzwungene Schwingung. Erweitert man
nun die die Gleichung der der freien geddmpften Schwingung um eine periodische
Kraft F, so erhilt man folgenden inhomogene Differentialgleichung 2. Ordnung:

D F.
Gt L4 D= et (6)
m m m

Diese Differentialgleichung lisst sich mit Hilfe einer e-Funktion loesen.
x(t) = pelwatte)
T(t) = Fiw,e!Wat+e)
i(t) = —dwlelwatte)

Setzt man diesen Ansatz in die Gleichung ein, so erhélt man:

F .
W(Q) — wg + 2(%(,()(1 = %eﬂ@ (7)

Dieser Ausdruck léasst sich in einen Real- und in einen Imaginérteil zerlegen.
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Abbildung 3: Phasenverschiebung in Abhngigkeit von der Frequenz [4]

2 2 _ F _
Wy —w, = =cosp = Re

20w, = L= sinp = Im

mz

Dividiert man nun Imaginérteil durch Realteil so erhélt man die Phase ¢.

¢ = arctan (225&)“> (8)

wi — w?

Der Verlauf von der Phasenverschiebung in Abhéngigkeit von der Frequenz lasst
sich so darstellen:

Wie man sieht hiangt dieser von der Ddmpfung ab.

Um die Amplitude & der erzwungenen Schwingung zu erhalten multipliziert
man die Amplitude mit deren komplex konjugiertem und zieht daraus die Wurzel.

1

i=1r
m (@ —w2)?+ (200a)?

Bei dieser Formel handelt es sich um die Loesung fiir den inhomogenen Anteil.
Die Gesamtlosung fiir die Gleichung lautet:

l’(t) — Aoe—éteiwot+A€i(wat+<p) (9)

Der homogene Anteil der Losung beschreibt die Eigenschwingung des Systems.
Diese wird mit zunehmendem t immter kleiner und strebt gegen Null. Den Zeit-
raum, bis dieser Term Null wird nennt man die Einschwingphase. Danach schwingt
das System in der Frequenz der periodischen Kraft die auf es wirkt. Dies bezeich-
net man als den stationdren Fall
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1.1.4 Resonanz/Resonanzkurve

Bei einem schwingenden System tritt Resonanz auf, wenn es mit einer periodi-
schen Kraft F' mit der Frequenz v gleich seiner Eigenfrequenz 1y angeregt wird.
Es entsteht eine positive Uberlagerung der Amplituden, da das System stindig
Energie aufnimmt. Wird nicht geniigend gedampft, also Energie durch Reibung
verzehrt, so wichst die Amplitude bis ins Unendliche bzw. bis an die Grenzen,
die zur Zerstorung des Systems fithren. Werden diese erreicht, so spricht man von
einer Resonanzkatastrophe.

Abbildung 4: Resonanzkurve
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Je breiter diese Kurve ist, desto stérker ist die Ddmpfung des Systems.
Fiir das Maximum der Kreisfrequenz erhélt man aus der Differentiation des Ima-

ginérteils von Gleichung (9):
Winaz = \/wd — 202

Die Halbwertsbreite gehort ebenfalls zum Informationsgehalt der Resonanz-
kurve. Durch Differentiation der Amplitudenfunktion nach der Kreisfrequenz lasst

sich @ bestimmen A
dA  —F2w(w§ —w?®) — 40°w

dw m [(w% —w?)? — 4(5%12]%

Diese Ableitung hat fiir w = @ den Wert Null. Also gilt

O = \Jwi — 202

Die Gleichung fiir die Phase (8) nach w differenziert liefert

dy d . 20w, 1 20(wi — w?) +4o0w?  26(wp — w?) + 4dw?
= arctan = ) _
dw, dw, Wi — w2 1 (;1(2]‘5_275% (Wg — w2)? (W8 — w2)? + 46202

An der Stelle w, = @ ergibt dies letztlich

dp  26(w? — &%) +460?  40° +40\/wf — 202 1

o
dog  (Wf — @) +40%0% 454 1462 Jug — 262 O

Die potentielle Energie der Feder lautet:
L o
Epot = Elm (w)

Die Energie ist also proportional zu #%(w). Sie hat ihr Maximum bei @ = /w2 — 242,
also im Resonanzfall. Will man die Halbwertsbreite bestimmen ermittelt man die
Schwingfrequenzen, bei denen die Schwingung nur noch die halbe Energie hat.
Es muss gelten

= =
m2\/(w§ —w2)2+40%w2  2m?y/4wid? — 40*
= wh — 202W2 + 4622 + Wy = 8wis? — 86*

= wh 4+ (46 — 2w})w?2 + wy — 8wid* + 851 =0

(52
= w2 = wp — 207 £ 21/wE? — 6* = wi — 207 £ 26wp 1 + 2

10
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N#hert man 62 — 0 folgt
w? = w? + 26w

20
= W, = wot/1 £ —
Wo

Dies lésst sich nach Taylor entwickelt so schreiben:

) 52 ¢

N#hert man wiederum 62 — 0 folgt

Wy = Wy (1 + 5)
Wo

w1:w0+5

Dies ergibt die Losungen

und
Wy = Wy — )
Es folgt nun
Aw=w; —wy =20
Aw
=0=—
2

Man kann also anhand der Halbwertsbreite den Dampfungskoeffizienten § ermit-
teln.

11
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1.2 Ubertragung der gedidmpften Schwingungsgleichung
auf das Drehpendel

Um aus der Differentialgleichung fiir normale geddampfte Schwingungen
mi + ci + w?r =0

auf die Drehschwingung zu gelangen, muss man nur die Koeffizienten der
Schwingung der Drehbewegung entsprechend angleichen:

e Die Masse m wird zum Trégheitsmoment I

Die Kraft F wird zum Drehmoment M

Die Auslenkung x wird zum Winkel 3

e Die Geschwindigkeit v wird zur Winkelgeschwindigkeit w

Der Impuls p wird zum Drehimpuls L
e Die Federkonstante k wird zur Richtkonstante D

Nach dieser Substitution sieht die Differentialgleichung der geddmpften Schwin-
gung wie folgt aus:

IB+25I3+DB =0

12
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2 Versuchsbeschreibung

2.1 Aufbau des Drehpendels

Das fiir das Experiment benutzte Drehpendel besteht aus einer diinnen Kup-
ferringscheibe, die auf einer Achse nahezu reibungsfrei und drehbar gelagert ist.
Diese Scheibe wird durch das Auslenken und Zusammenziehen einer Spiralfeder
in Drehbewegungen versetzt. Am anderen Ende der Feder ist eine Art drehbarer
Hebel befestigt, der iiber eine Schubstange und einen Exzenter an einen dreh-
zahlvariablen Elektromotor befestigt ist. Durch diesen Motor wird die Feder und
der skalierte Ring in Schwingbewegungen versetzt. Anhand der Skala ldsst sich
dann die Amplitude A ablesen. Die Dampfung des Systems erfolgt durch eine
Wirbelstrombremse. Durch Anlegen eines Erregerstromes I wird zwischen den
Polschuhen eines Elektromagneten laufende Scheibe abgebremst. Dieser Strom
induziert ein Magnetfeld, das dem Elektromagneten entgegengesetzt ist. Somit
wirkt die Drehscheibe wie ein ohmscher Verbraucher, was einen Energieverlust
zur Folge hat. Dies fhrt zur Dampfung des schwingenden Systems, da ein Teil der
kinetischen Energie in Wiarme umgewandelt wird. Falls nun der Erregerstrom I
und somit die Magnetfeldstidrke B konstant bleiben, gilt §v, da die fiir die Damp-
fung mitverantwortliche Lorentzkraft auf die Teilchen F' = quB proportional zur
Geschwindigkeit ist.

2.2 Die freie, gedampfte Schwingung in Luft

Die Schwingung der Scheibe wird zunédchst nur durch Luftreibung gedampft.
Hierfiir wird der Kupferring nach rechts und nach links jeweils gleich ausgelenkt
und dann die Maximalamplituden abgelesen, sowie die Impulse im beobachteten
Zeitraum gemessen und die Frequenz des Frequenzgenerators abgelesen.

2.3 Die freie, gedampfte Schwingung mit Wirbelstrom-
bremse

Nun wird ein Erregerstrom von 0.2 A an den Elektromagneten angelegt und wie-
der die Maximalamplitude rechts und links sowie die Zeit gemessen. Das gleiche
wird nun mit einem Erregerstrom von 0.4 A wiederholt.

2.4 Die erzwungene Schwingung

Bei diesem Versuchsteil wird nun der Elektromotor eingeschaltet um den Kup-
ferring in Schwingung zu versetzen. Nach der Einschwingungsphase wird wieder
die Maximalamplitude sowie die Zeit und nun auch die Phase gemessen. Die
Durchfiithrung erfolgt bei einer Dampfung von 0.2A in 0.5er Schritten von 1.0 bis
9.0 der Drehzahl. Der obige Versuch wird mit Vergroflerung des Erregerstromes

13
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auf 0.4 A wiederholt. Um die Eigenfrequenz des Systems herauszufinden, wird
das System nochmal in Schwingung versetzt, jedoch wird diesmal die Drehzahl
des Motors in 0,2er Schritten erhcht. Die Messung erfolt mit 0.2 A und 0.4 A.

3 Versuchsauswertung

3.1

3.1.1 Formeln zur Auswertung

Freie gedampfte Schwingungen

A,
v
n+1
§ AAT
T
21\ 2 A2 N'T AN

Wy = (T) + 202 +

T3\/(2‘gf)2 +0? " \/(2;5)2 + 02

3.1.2 Luftgedampfte Schwingung

Strom durch Wirbelstrombremse 0 A

Impulse pro Sekunde 989

Ap \Y A Ap \Y A
16,8 18

16,4 | 1,024390 | 0,024090 || 17,8 | 1,011236 | 0,011173
16,2 | 1,012345 | 0,012269 || 17,8 | 1,000000 | 0,000000
16,0 | 1,012500 | 0,012422 || 17,4 | 1,022989 | 0,022720
16,0 | 1,000000 | 0,000000 || 17,4 | 1,000000 | 0,000000
15,8 | 1,012658 | 0,012579 || 17,0 | 1,023529 | 0,023256
15,6 | 1,012820 | 0,012739 || 17,0 | 1,000000 | 0,000000
15,4 | 1,012987 | 0,018337 || 16,8 | 1,011904 | 0,011834

Arithmetisches Mittel und Standardabweichung fiir A:
A=1,153-10"2+8,464- 10

Fiir die Periode T' ergibt sich:
T=1,962s +4,4-1072

Déampfung:
6=5,876-10"%+4,45-107°
Daraus ergibt sich die Eigenfrequenz

w=23,202s"1+0,014s""

14
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3.1.3 Leichte Dampfung
Strom durch Wirbelstrombremse 0,2 A

Impulse pro Sekunde 989
AL A% A AL Vv A
16,0 18

14,4 | 1,110000 | 0,105360 || 16,0 | 1,125000 | 0,111730
13,0 | 1,107692 | 0,102280 || 15,0 | 1,066667 | 0,064540
12,0 | 1,083334 | 0,080040 || 13,8 | 1,086957 | 0,083380
11,0 | 1,090900 | 0,087000 || 12,2 | 1,131148 | 0,123230
10,2 | 1,078430 | 0,075500 || 11,0 | 1,109090 | 0,103540
9,0 | 1,133333 | 0,0125000 || 10,0 | 1,100000 | 0,093090
8,2 | 1,097560 | 0,093000 || 9,0 | 1,111112 | 0,105360
7,0 | 1,171429 | 0,158220 || 8,2 | 1,097560 | 0,093090
Arithmetisches Mittel und Standardabweichung fiir A:

A =9,2955-10"2+5,37-1072
Fiir die Periode T ergibt sich:
T =1,976s £ 8,56 - 1035

Déampfung:
§=4,7-107+£2,7-107°

Daraus ergibt sich die Eigenfrequenz

w=2318s"1+0,014s""

3.1.4 Starke Dampfung
Strom durch Wirbelstrombremse 0,4 A

Impulse pro Sekunde 989
Ap \Y A Ar \Y A
14,0 18

10,0 | 1,400000 | 0,336470 || 12,8 | 1,406250 | 0,340920
7,0 | 1,428570 | 0,356670 || 8,8 | 1,454545 | 0,374690
5,0 | 1,400000 | 0,336470 || 6,0 | 1,466667 | 0,383000
3,4 | 1,470590 | 0,385670 || 4,2 | 1,428570 | 0,350650
2,4 | 1,416670 | 0,340920 || 3,0 | 1,400000 | 0,336470
1,8 | 1,333334 | 0,287600 || 2,0 | 1,500000 | 0,405470
Arithmetisches Mittel und Standardabweichung fiir A:

A=0,3535+3,12- 1072

15
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Fiir die Periode T ergibt sich:
T =1,987s+4,63-10"%s
Démpfung:
§=0,177+1,98-102

Daraus ergibt sich die Eigenfrequenz

w=3,167s"1+0,0755!

3.2 Erzwungene Schwingungen

Bei der erzwungenen Schwingung wird der Dampfungskoeffizient bestimmt, in-
dem die Halbwertsbreite aus den Plots der Funktion des Amplitudenquadrates
ausliest. Unsere Plots bilden nur die Amplitude ab, also bekommt liest man die

Halbwertsbreite fiir den Wert AL\/SI ab.

3.2.1 Schwache Dampfung

Zuerst wird die Erregerfrequenz abgelesen, bei der die Amplitude ihren Maximal-
wert erreicht:
wp = 3,251

Die Maximalamplitude bei dieser Frequenz betréagt
Apae = 15SE £0,55E
Daraus folgt an der Stelle AL\/? der Wert
Ay =10,65E £0,55F

Hierbei wurde der Ablesefehler verwendet. Nun berechnet man die beiden resul-
tierenden Dampfungskoeffizienten. Hierzu liest man aus dem Graphen die zu A;
und A, gehorenden Kreisfrequenzen ab und berechnet den Koeffizienten nach der
Formel

_Aw

2
Es ergeben sich mit w;; = 3, 158*1,w172 = 3,258*1,w2’1 = 3,1s7! und Woo =
3,35~ 'die Werte

J

8 =0,05s""

und
9, =0,1s71

Hieraus ergibt sich fiir den Dédmpfungskoeffizienten mit Mittelwert und Standard-

abweichung
§ = (0,075 +0,035)s!

16
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Fiir die Kreisfrequenz nehmen wir eine Messungenauigkeit von o, = 0,1s~! an,
mit dieser und der Standardabweichung des Dampfungskoeffizienten os ergibt
sich fiir den Gaussfehler der Eigenfrequenz

who? + 20%0%
Au}g = R L 2 79 3 5 0
wp + 20

Es ergibt sich fiir die Eigenfrequenz:

wo = (3,20 £0,10)s"

3.2.2 Starke Dampfung

Hierbei ist die Vorgehensweise dieselbe wie bei der schwachen Dampfung. Es
folgen die Werte:
wgp = 3,155 !

Apar = (44£0,5)SE
= A; =3,35FE, Ay =2,3SE
Wil = 2, 95s_l,w1’2 =3, 55_1,w2,1 =2, 95_1,w272 = 3,451
Dies ergibt die Ddmpfungen 6; = 0,185 ! und d, = 0,25s~!. Mittelwert und
Standardabweichung liefern
§=1(0,2240,08)s"

und somit die Eigenfrequenz

wo = (3,1740,10)s"

3.2.3 Schwebung

Das Pendel wird zu einer bestimmten Kreisfrequenz angeregt. Aus den Diagram-

men liest man die zugehorige Schwebungsdauer T, ab. Mit w, = QT—’T und

Werr — Wo

2

Wg =

folgt
Wo 2075'ws — Werr

17
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3.2.4 Einschwingvorgang

Man kann den Einschwingvorgang ndherungsweise mit dieser Gleichung beschrei-
ben:
at) = ag(1 — e sin (wt)

Fr w = wy gilt sin(wt) = 1 woraus folgt

t
@:1—6_
Qo

Oben eingesetzt folgt
y = ot

Hierbei handelt es sich um eine Ursprungsgerade mit der Steigung J. Um ihn
zu ermitteln bedient man sich der linearen Regression. Fiir den Ablesefehler bei
den Amplituden verwenden wir wieder 0,5 SE. Der Fehler der Zeitmessung fallt
gegeniiber diesem nicht ins Gewicht. Deshalb wird t in der Formel fiir die lineare
Regression als genau angenommen. Mit der Einsteinschen Summenkonvention
folgt fiir die Steigung, hier also die Dadmpfung:

Summiert wird ber alle gemessenen Werte. Um das Fehlerintervall zu bestimmen
muss zunéchst eine Fehlerabschitzung fiir y gemacht werden. Der Gaussfehler

hierfiir lautet:
1 A0\ (|, Daga(t))’
v 1-— %ﬁ) o ag

Berechnet man den Gaussfehler fiir alle Amplituden a(t) ergibt sich als maximales
Fehlerintervall von y

oy = 0,26
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Das Fehlerintervall fiir die lineare Regression ist

Es ergibt sich nun fiir die Ddmpfung folgender Wert:

4

§=(4,1840,2)-107%s7*

Fehlerdiskussion

Bei diesem Experiment bieten sich etliche Fehlerquellen an:

Die grofite Fehlerquelle ist zweifelsohne das Ablesen der Amplitude, gerade
bei hohen Kreisgeschwindigkeiten ist es schier unmoglich, die Amplitude
auf £+ 0,2 Skalaeinheiten zu messen.

Auch die Lichtschranken konnen eine Ursache fiir Fehler sein. Bei kleinen
Phasenunterschieden misst die Lichtschranke am Zeiger der Scheibe immer
eine halbe Periodendauer zu viel, auch bei groferen Phasendifferenzen hat
sie erhebliche Macken. Selbst nach erheblicher Einschwingzeit liefert sie
immer noch unterschiedliche Phasendifferenzen.

Eine weitere Fehlerquelle stellt der stufenlose Drehschalter des Elektromo-
tors fiir die Drehzahl dar. Er besitzt erhebliches Spiel, das heisst rechtsher-
umdrehen bringt eine andere Drehzahl wie linksherumdrehen.

Der Zeiger des Kupferringes steht nach jedem Durchlauf nicht auf der 0
sondern meistens auf der 1. Wird vergessen, ihn zuriickzustellen, liefert
auch das falsche Messergebnisse.

Noch eine Fehlerquelle bildet die Ndherung, dass die Wirbelstrombremse
sowie der Luftwiderstand streng proportional zur Geschwindigkeit wéren,
was aber nicht genau stimmt.
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