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1 THEORIE 2

1 Theorie

siehe auch [1]

1.1 Die Differentialgleichung der gedimpften
Drehpendelschwingung

Wird in einem System eine Masse aus ihrer Gleichgewichtslage ausgelenkt,
so erfiahrt sie eine Riickstellkraft Fr und fithrt daher eine Schwingung aus.
Wirkt die Riickstellkraft proportional zur Auslenkung, dann handelt es sich
um eine harmonische Schwingung. Diese idealisierte Form einer Schwingung
wird durch die Differentialgleichung

mi + dz = 0 (1)

beschrieben. Dabei ist Jz die erwdhnte Riickstellkraft. In der Natur ist die
harmonische Schwingung jedoch nur eine Ndhrung. Tatséchlich spielen bei
jeder Schwingung auch Reibungskrafte mit. In unserem Fall machen wir eine
Idealisierung, indem wir die Reibungskréfte als geschwindigkeitsproportional
annehmen. Dadurch sieht die Differentialgleichung folgendermafien aus:

mi + et + Jr =0 (2)

Um von dem mathematischen, bzw. physikalischen Pendel zum Drehpendel
zu gelangen, substituieren wir die physikalischen Groflien wie in der Tabelle
angegeben.
Masse m entspricht Tragheitsmoment
Kraft: F' entspricht Drehmoment M
Weg sentspricht Winkel ¢
Geschwindigkeit v entspricht Winkelgeschwindigkeit w
Impuls p entsprichtDrehimpuls L
Federkonstante k entspricht Richtkonstante D
Damit ergibt sich die Differentialgleichung der geddmpften Drehpendel-
schwingung wie folgt:
1+ 261p + D=0 (3)

Analog zur Schwingung eines mathematischen Pendels wihlt man auch hier
den Wert der Abklingkonstanten ¢ so, dal 261 gleich der Reibungskraft ist.
Zur Losung dieser homogenen, linearen Differentialgleichung zweiter Ord-
nung setzt man eine Exponentialfunktion an,

ht) = e (4)
Durch Einsetzen von (4) in (3) ergibt sich das sogenannte charakteristische
Polynom
D
M4+2M+ = =0 (5)

I
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Sei jetzt g :=

THEORIE 3

% dann ergibt sich mit der Mitternachtsformel fiir A:

Mpg=—0+ /62— (6)

Man erkennt sofort, da das Verhalten des Systems entscheidend von der Wur-
zel abhéngt

® ) >wy ist eine iiberkritische Dampfung, der sogenannte Kriechfall. Die

Auslenkung nimmt exponentiell mit ¢ — oo ab.

d = wp wird aperiodischer Grenzfall genannt. Da aus (4) in diesem
Fall nur eine Losung gewonnenswurde, benotigt man noch eine Zwei-
te. Durch Einsetzen zeigt sich, dafi hier auch éteM eine Losung ist.
Der aperiodische Grenzfall hat insofern ‘eine. Bedeutung, daf§ er die
schnellste Moglichkeit zur Einstellung der Gleichgewichtslage fiir ein
schwingungsfihiges System darstellt. Dampft man z.B. den Zeiger ei-
nes analogen Mefgerates auf diese Weise, so wird verhindert, dafl man
erst eine langere Zeit warten mufl, bis sich der Zeiger an seiner Ruhelage
beruhigt hat.

0 <wp bezeichnet man als unterkritische Démpfung. Dies ist der einzige
Fall, wo das System schwingt. Setzt man (4) in die Differentialgleichung

ein, so ergibt sich
w = \J@g—02
)

p— @eféeithra (7>
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Abbildung 1: Geddmpfte harmonische
Schwingungen fiir ;g >0(a), wo = 6(b),
W <0(c); siehe auch [4]

Um ein Maf3 fiir die Stéarke der Dampfung zur erhalten, definiert man sich
das logarithmische Dekrement A:

A

A:=1In
AnJrl

=T (8)

Um uns der Fehlerproblenatik anzunehmen, definieren wir zunéchst

V = 9
An+1 ( )
und erhalten fiir dessen Fehler
A, AA, A AAL ]
V= + —— | =V £ AV 10
An+l [| An+l | A?L—Q—l ( )
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Damit ergibt sich das logarithmische Dekrement zu

A* = In(V £AV) (11)
A
= ln(V):I:TV (12)
AA, An AAn1
o ln( n ) Ant - An+1 (13)
An+1 Anil
A AA AA,
= In(—)+ ‘ s ) 14
(An+1) ( An | An+1 ( )

Der Vollstéandigkeit halber sollte noch der Giitefaktor () als Dadmpfungsmaf
erwahnt werden. Er wird definiert als

2rE
©:= —ET

Dabei ist T' die Periodendauer und E die im System enthaltene Energie.
Berechnet man letztere zum Zeitpunkt maximaler Auslenkung, so ergibt sich

B(t) = ;Dé (=)’
= FE = —26F

Damit 148t sich der Gitefaktor in

9=3

umwandeln.

1.2  Die Differentialgleichung der erzwungenen
Schwingung

Wirkt auf eine geddmpfte Schwingung ein zusétzliches periodisches Drehmo-
ment =(t) = Zcos(wt), so nimmt die Differentialgleichung die Form

1§+ 261 + De= = cos(uyt) (15)

an. Analog zur linearen Differentialgleichung macht man den Ansatz (t) =
peerrt und erhilt fiir die Amplitude des Drehpendels fiir groBe ¢ in
Abhingigkeit der Erregerfrequenz w,., die Losung [2]

1

D= 16
N T IR ENNETE 1o
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Die allgemeine Losung, die auch fiir kleine ¢ giiltig ist und damit den Ein-
schwingvorgang mitberiicksichtigt, lautet [3]

26 err
@t) = constapang-e " sin(y/&d — & 2+ @utang) + @ Sin(%rrt"i_%) (17)

Die allgemeine Losung (17) besteht also aus zwei Teilen: Immer wenn das
antreibende Drehmoment seine Amplitude = oder wrr andert, erscheint der
erste Term der Losung und klingt mit der Zeitkonstante 6 ab. Ihm {iberlagert
ist der zweite Term, der allein iibrig bleibt, wenn der erste abgeklungen ist.
Die Uberlagerung beider Anteile ergibt den allgemeinen Verlauf der Auslen-
kung «t).

Der Verlauf der Auslenkung bei ), = wsieht so aus ([3]):

Abbildung 2: Einschwingvorgang fiir w,,, = wund
0 # 0.

Entfernt man sich von der Resonanzfrequenz und vernachléssigt man jede
Dampfung, so ergibt sich dieses Schaubild ([3]):
Ist wr = w aber § # 0, so geht die Kurve (3) in die Kurve (2) iiber.
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1 THEORIE 7

Abbildung 3: Einschwingvorgang fiir ., # wund
0=0.

Nach einiger Zeit hat sich (fiir § # 0) das Drehpendel eingeschwungen ([3]):

Abbildung 4: Einschwingvorgang und stationarer
Fall

Trégt man in Diagrammen-das Verhéltnis ),/ wgegen die Phasenverschie-
bung ¢bzw. gegen die Amplitude auf, 8o ergeben sich die Schaubilder ([3]):
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Abbildung 5: Phase einer erzwungenen gedampf-
ten Schwingung. 1/ @ ist proportional zu 0.

Abbildung 6: Amplitude einer erzwungenen

geddmpften Schwingung. 1/ @ ist proportional zu
0.
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2 Experiment

2.1  Versuchsaufbau

Hier eine schematische Darstellung ([5]):

Abbildung 7: Versuchsaufbau

Das Drehpendel besteht aus dem flachen Kupferring (R), der auf einer Ach-
se (A) drehbar und moglichst reibungsfrei gelagert ist, und einer Spiralfeder
(Sf), die einerseits am Kupferring, andererseits an einem ebenfalls um die
Achse drehbaren und zunichst feststehenden Hebel«(H) befestigt ist. Der
Hebel kann durch eine Schubstange (S), die durch einen Exzenter auf der
Achse eines drehzahlvariablen Elektromotors betatigt wird, in eine Schwing-
bewegung versetzt werden. Dadurch wird das innere Ende der Spiralfeder
periodisch sinusférmig hin und her bewegt, wodurch auf den Kupferring ein
periodisches Drehmoment (Z(¢)) ausgeiibt wird. Die Amplitude ¢ vom Kup-
ferring wird mit einem Zeiger (Z) an einer Skala (Sk) abgelesen. Skalenteile
werden mit ¢ abgekiirzt.

Das System wird duch eine Wirbelstrombremse geddmpft. Dazu lauft der
Kupferring zwischen Polschuhen (P) eines Elektromagneten (Em), dessen
Erregung durch den Spulenstrom I eingestellt werden kann.
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2.2 Die freie, geddmpfte Schwingung

Der Kupferring wird bei zunichst ausgeschalteter Wirbelstrombremse um
15¢ sowohl nach links als auch nach rechts ausgelenkt. Die folgenden Maxi-
malausschldge (in gleicher Richtung, d.h. links bwz. rechts) werden abgelesen.
Es ergibt sich folgende Meftabelle:

Zeit ‘ Auslenkung ‘ A nach Gl. (14)
ol 5l
—15,0
14,8
14,6
14,4
14,2
—14,0
—13,8
~13.6
~135
_13,5
—13,1

=~

- 1072.42;68:1072
L1072 £2, 7971072
1072 42,76 - 1072
102 £2,80 - 1072
1072 42,84 1072
1072 42,88- 1072
1072 4£2,92- 1072
1072 42,95 1072
1072 £2,96 - 1072
1072 43,01 - 102

W OO, P, PP EFHERFER = =
OO N ks s W Ww
=N O 00O

(=)

>~

S © 00 O Utk WwWwNh—=O

—_
— O

15,0
14,7 12,02-1072 42,69 - 1072
14,5 | 1,37 1072 £ 2, 74.-1072
14,3 (1,39-1072£2,78 - 1072
14,1 11,41-10724+2,82-1072
14,0 7,12-1073 4+ 2,85 - 1072
13,8 |1,44 - 10724+ 2,88 - 1072
13,5 12,20 410724 2,93-1072
13,3 1,49-10"2£2,99-102
13,1 ]1,52-1072+£3,03-1072
12,9 1,54-1072 £ 3,08 - 1072

S © 00 IO Ul Wi~ O

—_

Alle Zeiten werden bestimmt, indem man die Anzeige der Lichtschranke (An-
zeige in Impulsen) durch die Frequenz des Frequengenerators teilt. Fiir die
Genauigkeit der Zeitmessungen nehmen wir einen Fehler von At +0,01s an.
Eine Schwingungsdauer betragt T = 2,03s + 0, 01s.

Fiir A erhalten wir einen Mittelwert von 1,43-107241,16-1073. Der Fehler
ist dabei die Standardabweichung.
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2 EXPERIMENT 11
Damit ist
A" A AN, AAT
= Fm=m*l 1
b= =Tl =) (18)
= 7,04-107%s1£15,20- 105" (19)
und
2
_ V24 52 20
Wrr ()2 + (20)
4m? )
+ [ |- AT |+ |[————=A¢ (21)
( IifEBHE ‘\/@%)w? J)
= 3,105 +£0,025" (22)

Bemerkung: Wie man an den nachfolgenden Regressionsgrafiken deutlich
sieht, sind unsere Messung sehr ungenau gewesen. Daher sind die relativ
groflen Fehler im nachhinein auch verstédndlich...
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Nun wird die Stromstérke auf 0, 21 A eingestellt und der Messvorgang wieder-
holt. Die Schwingungsdauer 7' ist gleich der Versuchsreihe mit ausgeschalteter
Wirbelstrombremse. Es ergaben sich die folgenden Werte:

Zeit | Auslenkung | A nach Gl. (14)
7] | Al
15,0
13,4 | 11,28 1072 + 2,83 - 102
—12,0 | 11,04-1072 43,16 - 1072
~10,6 | 12,41 -10"2 + 3,55 - 102
-9,6 | 9,90 10724 3,97 1072
—8,6 | 11,00 1072 + 4,41 - 102
—7,809,76-1072 44,89 - 102
—7,0110,82-1072 45,42 1072
—6,2112,14-1072£6,08 - 1072
—5,4113,82-107246,93-10°2
—4,9 | 9,72-10724£7,79 - 1072

S © 00 IO Ul Wi~ O

—_

15,0
13,4 [ 11,28 - 1072 42,83 - 102
11,9 | 11,87 -10"2£3,17- 102
10,6 | 11,57 -10"2 £ 3,57 - 102
9,4 [12,01-10"24+4,01 - 102
8,4 [11,25-10°3 44,51 102
7,6 | 10,01 10724+ 5,01 - 1072
6,8 | 11,12 1072 45,57 - 102
6,0 | 12,52 1072+ 6,27 - 102
5,4 10,54 - 1072 £ 7,04 : 1072
4,8 | 11,78 102 227,87 1102

O O 00 IO Ul Wi~ O

—_

Fiir A erhalten wir diesmal einen Mittelwert (mit Standardabweichung) von
11,29-107257 1 4+ 1,62 - 102571,

Aus (18) und (20) folgt 6 = 5,56-10 ~240,83-10~2 und somit ¢, = 3,105 &
1,54-1072571. Man sieht schon deutlich die Zunahme des Dampfungsfaktors
bei gleich bleibender Erregerfrequenz.
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2 EXPERIMENT 13

Letztendlich wird obige Versuchsreihe noch mit einer Stromstérke von 0,4A
durchgefiihrt. Dabei ergibt sich die Messtabelle

Zeit | Auslenkung | A nach Gl. (14)
7] | 5l
0 —15,0
1 11,8 | 24,00-10"2 43,03 - 1072
2 74| 46,66-1072 +4,40 - 102
3 —95,2 35,28 1072 £ 6,55 - 1072
4 -3,6 36,77-107%£9,40- 1072
5 —2,4 | 40,55+10724 13,89 - 102
6 —1,6 | 40,55-1072 420,83 - 1072
7 —1,04 47,00 1072 £ 32,50 - 1072
8 —0,6 | 51,08-1072453,33-1072
9 —0,4 | 40,55-10724£83,33-1072
10 —0,2 | 69,32-1072 4 150,00 - 102
0 15,0
1 10,4 | 36,62-102 43,26 - 1072
2 7,4 34,03 -1072 £ 4,63 - 1072
3 9,2 35,28 1072 £ 6,55 - 1072
4 3,5 39,59-1072 £ 9,56 - 1072
D 2,4 | 37,73-1073 £14,05 107
6 1,6 | 40,55-1072420,83- 1072
7 1,0 | 47,00-1072 432,50 - 1072
8 0,7 ] 35,67-10724£48,57-1072
9 0,4 .55,96-1072 £ 78,57 -102
10 0,2 |69,31-1072 £ 150,00 - 10-2

Fiir A erhalten wir bei dieser Messreihe einen Mittelwert (mit Standard-
abweichung) von 43,18 - 1072 4 45,43 - 1072, Aus (18) und (20) folgt § =
21,27-1072 £ 32,86 - 1072 und daraus w,, = 3,105+ + 3,77 - 107257 1.
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2.3 Der stationire Fall

In dieser Versuchsreihe beniitzt man den gleichen Versuchsaufbau wie im
obigen. Diesmal soll jedoch die Dampfungskonstante aus der Halbwertsbrei-
te der Resonanzkurve bestimmt werden. Wichtig ist dabei, dass man den
Einschwingvorgang nicht mitberiicksichtigen muss. Deshalb wird vor jeder
Messung so lange gewartet, bis sich der stationédre Zustand eingestellt hat.
Nun tridgt man die Amplituden als Ordinate und «,, als Abszisse auf und
sollte somit eine typische Resonanzkurve erhalten.

Wie aus den Grafiken 4 und 5 ersichtlich ist, ging bei diesem Versuch ei-
niges schief. Die Amplituden- bzw. Phasendifferenz- «,..-Diagramme las-
sen keine GesetzesméfBigkeiten erkennen.- Deshalb erscheint eine quantita-
tive Auswertung dieses Versuchs nicht sinnvoll: Fiir eine qualitative, bzw.
eine teilweise quantitative Auswertung konnen jedoch die Amplituden- bzw.
Phasendifferenz- ,,Anzeige am Motor “-Diagramme (Grafiken 6 und 7) her-
angezogen werden.

Grafik 6 zeigt ein sehr ausgeprigtes Resonanzverhalten. Deutlich zu erken-
nen ist, dass der Peak bei niedriger Erregerfrequenz ., tiefer und zu nied-
rigereren Frequenzen verschoben ist. Die Kuryve ist insgesamt flacher. Die
Bestimmung der Halbwertsbreite von beiden Kurven erfolgt graphisch:

e Fiir die Kurve bei der Stromstéirke von 0,214 ergibt sich die Halb-
wertsbreite 0,14 4+ 0,01 Skalenteile am Motorgeschwindigkeitsregler.

e Und fiir die Kurve der Stromstérke von 0,40 A erhélt man fiir die Halb-
wertsbreite 0,47 + 0,01 Skalenteile am Motorgeschwindigkeitsregler.

Grafik 7 zeigt deutlich wie die Phasendifferenz zwischen Erreger und Schwin-
ger mit grofer werdendem w,. zunimmt. Beginnend bei sehr niedrigen Wer-
ten schneiden sich die beiden Kurven in einem gemeinsamen Punkt, ndmlich
bei der Eigenfrequenz . Warum-die Kurven bei noch grofieren ., wieder
absinken, bleibt ungeltstes Mysterium des Versuches.

2.4 Einschwingvorginge

Nun wird der Einschwingvorgang im Resonanzfall (Anzeige am Motor=
4,62+ 0,01), bzw. —9,1% vom Resonanzfall entfernt (Anzeige am Motor=
4,20+0,01) untersucht. Grafik 8 zeigt den zeitlichen Verlauf von ¢ wéhrend
des Einschwingvorgangs im Resonanzfall. Die Kurve kann kann n&herungs-
weise durch die Gleichung

fta) = @mar(1 — ) (23)
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beschrieben werden; dabei werden bestimmte Sinusterme vernachléssigt.
Durch Umformung von (23) erhélt man ¢ zu

_ _ #lta)
5 = In (1t :zmn.cc) (24)

Ist taphe die Zeit, in der die Funktion (23) auf den Amplitudenwert von
(1 — e7!)pnax angestiegen ist. Mit den Werten
has _ $haz,links +2%a:(:,rechts _ (11’ 05 + 07 Ol)g
$te) = (1 —€e e = (7,550,01)C
ta = (8,2+£0,HT =(8,2+£0,1)-(0,98£0,01)s=(8,05+0,18)s

ergibt sich der gesuchte Dampfungsfaktor mit Gleichung (24) zu
§=1,24-10 +40,03-107%.

Zur Berechnung der Reson anzfrequenz v ,csonan. entnimmt man Grafik 9 das
Verhaltnis Tschwebung = 11T erreger, WObei Teppegerres = 1,15 £ 0, 15 ist. Die
Resonanzfrequenz folgt mit

1 1
V resonanz — + 25
Terreger,res 2Tschwebung ( )
23
- B 26
22Tev"reger,res ( )

= 1,0s1+0,1s!
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3

Fehlerdiskussion

Wie bei der experimentellen Physik iiblich, bietet sich eine ganze Latte an
moglichen Fehlerquellen an:

Hauptfehlerquelle dieses Versuches scheint der Frequenzgenerator zu
sein. Neben unserem miserablen Ergebnis des zweiten Versuchs weisen
auch altere Arbeiten ([1]) darauf hin.

Auch die Lichtschranke ist ein sprudelnder Fehlerquell. So mifit sie
bei kleineren Phasendifferenzen falsch. Auch hier kann die Ursache fiir
unseren mifllungenen zweiten Versuch liegen.

Das Ablesen der Maximalauslenkungen fordert ein Hochstmafl experi-
mentellen Geschicks. Bei grofen Anderungen der Amplitude im Bereich
von 1,0¢ oder mehr zwischen zwei Messungen ist es sogar schwierig,
iiberhaupt auf £0, 2¢ genau abzulesen.

In Ruhestellung befindet sich der Zeiger nicht auf Position 0, sondern
ist um 1,0¢ nach rechts verschoben. Deshalb wurden ja die meisten
Messungen sowohl fiir linke als auch fiir rechte Auslenkungen durch-
gefithrt. Tatséchlich ergaben sich Abweichungen in der Messung. Eine
Kalibrierungsschraube fiir die Feder oder aber eine mogliche Rotation
der Skala konnten hier eine Verbesserung der Versuchsergebnisse mit
sich bringen.

Die Wirbelstrombremse wurde als Geschwindigkeitsproportional ange-
nommen: Dies ist jedoch nur eine Naherung. Gleiches gilt fiir die immer
vorhandene Luft- und Reibungsddampfung.
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