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1 THEORIE 2

1 Theorie

Siehe auch [1].

1.1 Die Newtonschen Axiome

Die klassische Mechanik beruht auf der Grundlage der Newtonschen Axiome:

e Der Tragheitssatz besagt, dass Korper, auf die keine Kraft einwirkt, sich entweder
mit konstanter Geschwindigkeit fortbewegen oder in Ruhe bleiben. Ein System,
in dem der Tréagheitssatz gilt, wird als Inertialsystem bezeichnet.

e Fiir die Kraft, die auf einen Kérper der Masse m wirkt, gilt:

_

F =
dt

= md + M (1)
Bei kleinen Geschwindigkeiten kann der zweite Term. im allgemeinen jedoch ver-
nachléssigt werden.

e Esgilt das Prinzip ,,actio gleich reactio”: Jede Kraft ruft eine betragsméfig gleiche
Kraft in entgegengesetzter Richtung hervor.

o Krifte sind vektorielle Groflen.

1.2 Bewegungsgleichung schwingender Systeme

Wird in einem System eine Masse aus ihrer Gleichgewichtslage ausgelenkt, so erfahrt sie
eine Riickstellkraft #r und fithrt daher eine Schwingung aus. Wirkt die Riickstellkraft
proportional zur Auslenkung, dann handelt es sich um eine harmeonische Schwingung.
Diese idealisierte Formeeiner Schwingung wird durch folgende Differentialgleichung be-

schrieben:
F+dr=0 (2)

wobei Jz die erwhnte Riickstellkraft ist. Als Losung ergibt sich eine periodische Funk-
tion der Zeit, d.h. z(t) = x(t + T'). Weiterhin hangt die Kreisfrequenz wmit der Peri-
odendauer T' wie folgt zusammen:

W= — (3)

1.3 Das mathematische Pendel

Ein mathematisches Pendel besteht aus einer punktférmigen Masse, die an einem mas-
selosen Faden hangt. Zudem schwingt es lediglich in einer Ebene und hat nur eine
geringe Amplitude so dass die Kleinwinkelndherung sin(¢ = @gilt. Bei uns im Ver-
such bedeutet dies, dafl z <8cm sein muf. Die Riickstellkraft dieses Systems ist die
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tangential zurBahn wirkende Gewichtskraft. Dabei gilt

Fr = —mgsin(9 = mi (4)
7= (5)
= i+ =0 (6)

l

Somit ergibt sich fiir die Periodendauer des mathematischen Pendels

T = QW\/g (7)

1.4 Das physikalische Pendel

Im Gegesatz zum mathematischen Pendel wird beim physikalischen Pendel der schwin-
gende Korper nicht mehr als_punktféormig angesehen. Statt dessen betrachtet einen
ausgedehnten Korper. Dieser Korper wird im Abstand r von seinem Schwerpunkt S
aufgehédngt. Aufgrund seiner Gewichtskraft wirkt auf den Koérper ein Drehmoment
M = 7 x mg bzw. M = Isin(9mg. Analog zu (3) ergibt sich fiir das physikalische
Pendel mit der Kleinwinkelndherung die Differentialgleichung

. mgr

Y+ TWO (8)

I
T :2ﬂ,/@ 9)

1.5 Tragheitsmomente ausgedehnter Koérper

und folglich die Periodendauer

Das Trégheitsmoment, der Rotation ist das Analogon zur Masse bei der Translation.
Daher beschreibt es die Massenverteilung eines Koérpers beziiglich seiner Rotationsach-
se. Definiert wird das Tragheitsmoment so:

I'= /7"2 dm (10)

Bei homogener Dichteverteilung kann das Integral vereinfacht werden zu

]:Qo/Tde (11)
|4

In diesem Versuch sind vor allem die Trégheitsmomente einer Kugel, eines homoge-
nen Zylinders und eines Hohlzylinders von Bedeutung. Bei den folgenden Herleitungen
setzen wir das Tragheitsmoment einer Scheibe Ig.peipe = %mgesamtRz voraus.

e Herleitung des Tragheitsmomentes einer Kugel:
Die Drehachse sei die Achse durch den Mittelpunkt. Zur Berechnung denken wir
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uns die Kugel in infinitesimal diinne Scheiben zerlegt. Zunéchst betrachtet man
eine Scheibe in der Hohe z iiber dem Mittelpunkt. Fiir den Radius dieser Scheibe

gilt
r=vVR?— a2 (12)
Das Volumen der Scheibe berechnet sich zu dV = wr?dz. Da eine homogene
Dichteverteilung angenommen werden kann, betrigt die Masse jeder einzelnen
Scheibe
esam V
dm = mthv (13)
= Lgesamt‘/erx (14)
™
esam V
= M<R2 — 2%)dx (15)
™
Das Trégheitsmoment einer Scheibe.ist:daher
1
dJ\X §r2dm (16)
1 esam
= (R? — 2?)|Teesmt (R 2?)dal] (17)
2 %4
1 esam
- §%W(R2—x2>2dx (18)

Um nicht nur die eine Hélfte der Kugel zu berticksichtigen, berechnet man das
Doppelte des Integrals df von x = 0 bis x = R. Somit ergibt sich das Trégheits-
moment der Kugel zu

R
1m t
[ = 2/— gesamt (g2 o2\ g (19)
L2V
le
~ 9 / SIS (R~ 2R%? 4 ') da (20)
0

e Herleitung des Tragheitsmomentes eines homogenen Zylinders:
Wieder denken wir uns den Korper in infinitesimal kleine Scheiben zerlegt, die
eine Masse von m; und das oben genannte Tréagheitsmoment haben. Damit ergibt
sich fiir den gesamten Zylinder

I = ZémiRQ (23)
1

— §R22mi (24)

= 1 R2 25

mgesamt ( )
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e Das Tréagheitsmoment des Hohlzylinders:
Dies berechnet sich analog zum homogenen Zylinder; es wird lediglich R? durch
(R2,..., + R%,.e0n,) ersCUZL.

mnen aussen



Dieses Dokument wird lhnen vom Wirtschaftsphysik Alumni e.V. zur Verfigung gestellt.

2 EXPERIMENT 6

2 Experiment

2.1 Das Fadenpendel

Das Fadenpendel kann fiir kleine Auslenkungsinkel als mathematisches Pendel betrach-
tet werden, wenn - wie bei uns der Fall - die Masse des Fadens relativ zur Masse der
Metallkugel klein ist. Zudem kann man die Luftreibung dieser Anordnung vernachlf3si-
gen, da der Pendelkorper kleine Ausmafle hat.

Der Zusammenhang zwischen Erdbeschleuningung und Periodendauer der Schwin-
gung wurde bereits in (7) hergeleitet. Wie leicht aus der Formel abzulesen ist, héngt
die Periodendauer noch von der Fadenlédnge [ ab. Diese wird moglichst parallaxenfrei
durch die Vorschrift

lFaden = lFadenbiszurOberkantederKugel + T'Kugel (26)
1,48cm £ 0,01

— 93, demdOct o 45 2" o an (27)

=94, 14dem £ 0,11em (28)

bestimmt. Lost man Gleichung (7) nach der Erdbeschleunigung ¢ auf, so ergibt sich

g=A4rm 73 (29)
und fiir den Groitfehler Ag
4m? 82

Um die Periodendauer 7" moglichst genau zu bestimmen, wurden fiinf Messungen von
je 50 Perioden aufgenommen. Es ergibt sich bei den Messungen

T =1,9455+1,34-10""s. (31)
Schliefllich folgt fiir die errechnete Erdbeschleunigung
g= (9,824i0,0129)g. (32)

Der relative statistische Fehler vom Literaturwert fiir Ulm betrigt damit:

9,824 —9,8089
9,8089

=1,539-107%, (33)

Fehlerdiskussion:

e Ab welcher Anzahl an Schwingungen der relative statistische Fehler fiir die Erd-
beschleunigung g < 2 - 1073 wird, berechnet man folgendermafen:

A Al 24t
79 = S <02 (34)

. 2Nt
n
~ (0,002 — £HT

= 8,310 (35)
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Dabei ist At die Messungenauigkeit fiir n Schwingungsdauern. Beim Fadenpen-
del ergibt sich, dass man mindestens 9 Schwingungsdauern messen muf}, um die
gewiinschte Genauigkeit zu erreichen.

e Zur Kleinwinkelndherung: Man erhélt die Bewegungsgleichung iiber den Energie-
erhaltungssatz:

1
émv2 + mgh = ¢ = const (36)
Geht man zu den Normalkoordinaten iiber, so folgt:

1

dot@ + mgl(1 — cos®) = ¢ (38)
. 2c¢  2g(1—cosg
= ml? [ (39)
Im Umkehrpunkt ist ¢ =0 und ¢= @4z, also
2¢ 2g(1 —cosy
pum— 4
ml? [ (40)
2
=3 = TQ(COS%M ~ cosg) (41)

Formt man diese Gleichung weiter um, so ergibt sich laut 7" zu [[2]]

T =4,/" / d (42)
g 2, /sin® % — gin? %

0

Dieses Integral lifit sich in ein vollstédndiges elliptisches Integral erster Gattung
iiberfithren, aus dem sich die Periodendauer in Abhéngigkeit von der maximalen
Amplitude 4,4, berechnen 148t.

In der Praxis verwendet man als Schwingungsdauer T :

12 zm/éu \ “‘%ﬁﬁ) (43)

Diese Beziehung ist fiir Amplituden bis zu 70° auf 1% genau. Bei unserer Messung
(haz = 6,10 <8,00) ist die Differenz zwischen dieser (in guter Néherung) und
der in der Auswertung verwendeten Beziehung kleiner als 0,071%.

e Zur Vernachlédssigung des Luftauftriebs: Beriicksichtigt man den Luftauftrieb, so
ergibt sich als auftriebskorrigierte Masse der Kugel mguger = V (0 kuget — P Luft)-
Diese Masse mufl in die Schwingungsgleichung eingesetzt werden. Da die Dichte
von Luft aber sehr viel kleiner als die der Metallkugel ist, kann der Luftauftrieb
in seht guter Naherung vernachléssigt werden.
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e Zur Vernachlassigung der Dampfung durch den Luftwiderstand: Fiir die Luft gilt
unter Normalbedingungen:

n=1,81-10"Pas (44)
kg
P Luft = 1, 293W (45)

Die Reynoldszahl einer Kugel ergibt sich als (siche [[2]])

2TKugelp LuftUmaz o

Re = = 342,1 (46)
n
24

= — =0,0701 47
Cw Re 9 ( )

Dabei wurde fiir die Stromungsgeschwindigkeit v,,,,, die maximale Geschwindig-
keit verwendet, die die Kugel beim ersten Passieren des Potentialminimums hat.

%va = mgh (48)

max

Vmae = /201(1 — cosg = 0,3236." (49)
S

Ebennfalls nach [[2]] verliert die Reibungsformel von Stokes ihre Giiltigkeit, wenn
der dekadische Logarithmus der Reynoldszahl grofier-als 0,4 ist. In diesem Fall ist
log Re = 2,53, d.h. ein Ansatz mit der geschwindigkeitsproportionalen Stokes-
Reibung ist nicht mehr zuldssig, da die Stromung zu turbulent ist.

Die Betrachtung der Newtonschen Reibung

1
2
FReibung = §p LuftCWAKugelquerschnitt v (50)

ist in bei diesem Versuch nicht so ganz einfach, da sich die Geschwindigkeit der
Kugel stindig dndert. Um die Ausmafle der Luftreibung abschétzen zu kénnen,
macht man die Annahme, dass die Kugel den Weg W mit der konstanten Maxi-
malgeschwindigkeit v,,,, zuriicklegt. U sei‘ein Weg, dessen Léange dquivalent zur
Lénge des Schwingungsbogens ist, den die Kugel wihrend einer Periode zuriick-
legt. Ist Er die wahrend einer Periode verlorene Energie und Ey die Anfansener-
gie, so ergibt sich

U = 4¢ (51)
Er = FRfo—%pLufthAv;ax4¢—3,275.1o7J (52)
Ey = Mgugagh=9,164-107"J (53)
g—f = 3,574-107" (54)

Wie man deutlich sieht, ist der Einfluss der Luftreibung durchaus vernachléssig-
bar.
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e Zur Vernachlissigung des Tréagheitsmomentes der Kugel: Wird das in diesem
Versuch verwendete Fadenpendel als physikalisches Pendel aufgefasst, so darf
man die Periodendauer nicht iiber die Beziehung (7) berechnen, sondern muss
die Schwingungsdauer eines physikalischen Pendels betrachten, d.h. man muss
[ durch — ersetzen. Dabei ist I das Tragheitsmoment und [, der Abstand des
Schwerpunkts vom Aufhédngepunkt des Pendelkorpers. Mit dem Satz von Steiner
und (19) berechnet sich I zu

Ires = IKugel + mKugellg (55)
2
= ngugelr2 + mKugellg (56)
= ) : a am
1,551 - 10 *kgm? 57

Eingesetzt in (9) ergibt dann T'pu,s. = 1,945. Offensichtlich kann das Pendel
in diesem Versuch in guter Ndherung-als-ein mathematisches Pendel betrachtet
werden.

2.2 Reversionspendel

Im Gegensatz zum Fadenpendel kann das Reversionspendel nicht als mathematisches
Pendel betrachtet werden. Es besteht aus einer Metallstange, an deren Enden eine groe
und eine kleinere Masse befestigt sind. Um die Periodendauer dieses Pendels zu be-
stimmen, darf man also nicht die gesamte Pendellénge beriicksichtigen, sondern muss
mit der sogenannten reduzierten Pendellange [,.; rechnen. Diese entspricht dem Ab-
stand der beiden Schneiden, wenn das Reversionspendel in beiden Aufhéngungen (klei-
ne, bzw. grofle Masse oben) die gleiche Periodendauer hat. Die gesuchte Lénge l,¢q
und ihre zugehorige Periodendauer T,..4 erhélt man mittels Interpolation. Fiir beide
Aufthéngungen wirdfiir die Schneidenabsténde zwischen 680mm und 690mm die Dau-
er von 50 Schwingungen bestimmt. Der Schnittpunkt der beiden I'= T —Geraden liefert
die beiden gesuchten Werte.

Wie bereits im vorigen-Kapitel gezeigt, gilt fiir die Erdbeschleuningung folgende

Beziehung;:
l

T2
Die graphische Auswertung ergibt als reduzierte Pendelldnge [,.4 und die dazugehorige
Schwingungsdauer fiir 50 Perioden:

g B 41— (58)

lrea = 689,5mm +0,1mm (59)
Treq = 1,6668s= 0,0001s (60)
Fiir die Erdbeschleunigung folgt daher mit (58)
m
g=9, 798— 43,126 - 10~ 3a2 (61)

Die relative Abweichung vom Ulmer Wert fiir die Erdbeschleunigung betragt damit

9,8089 — 9,798

=1,111-1073 2
9, 8089 ’ 0 (62)
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und ist offensichtlich im Vergleich zur errechneten Erdbeschleunigung beim Fadenpendel-
Versuch geringfiigig genauer (vgl. relative Abweichungen).

Fehlerdiskussion:
Ebenso wie beim Fadenpendel-Versuch geht man bei diesem Versuch von vereinfa-
chenden Idealisierungen aus wie z.B. die Kleinwinkeln&dherung sin p= ¢ Weiterhin
bleiben bei den Berechnungen Luftreibungen und Luftauftrieb unberiicksichtigt. Als
weitere Fehlerquelle trigt sicherlich die graphische Bestimmung der reduzierten Pen-
dellinge und ihrer zugehorigen Periodendauer bei, da erstens die beiden Geraden nur
Regressionslinien sind und zweitens der Schnittpunkt dieser Geraden nur recht ungenau
abgelesen werden kann. Zudem darf man nicht die Messungenauigkeit bei der Bestim-
mung des Schneidenabstands vergessen. Nichtsdestotrotz scheinen die Ndherungen das
Messergebnis nicht entscheidend zu beeintréichtigen.

2.3 Rollschwingungen

Diese Versuchsanordnung erméglicht eine Bestimmung von Trégheitsmomenten rollen-
der Korper, wobei der Radius der dazu verwendeten Hohlkugel bekannt sein muss.
Diesen bestimmt man mit Hilfe eines Korpers, dessen Triagheitsmoment bekannt ist.
In unserem Fall ist der Referenzkorper eine Kugel mit einem Durchmesser dgyge =
(2,62 £0,01)cm und einer Masse von mgyge = (73,4 £ 0, 1)g. Die Tragheitsmomente
eines homogenen Vollzylinders und eines Hohlzylinders werden ebenfalls bestimmt.

Um den Zusammenhang zwischen der Schwingungsdauer 7', dem Hohlkugelradius
I' und dem Tragheitsmoment I herzuleiten, benotigt man idealerweise eine Differenti-
algleichung der Form # + & = 0. Diese erhilt man iiber Energiebetrachtungen. Bei
Rollschwingungen tritt kinetische, potentielle und auch Rotationsenergie auf. Demzu-
folge ergibt sich:

const = _Fiin + Epor + Bt (63)
1 1

const = §m112 + mgh + 5113 (64)
1 9 I I'—r,

const = Qm(F—r) G +mg(T —7)(1 — cos @t 5]( )23 (65)

Differenziert man nach der Zeit, so folgt

r — 2
0 =m(T —7)%p@ + mg(T — ) sing + I( r

Jlate (66)
Mit der Kleinwinkelndherung sin ¢~z perhélt man die Differentialgleichung

ot (mr? —TLIQ)QF —r) 7=0 (67)

Durch Betrachtung dieser Beziehung erkennt man, dass w= mgr? ) ist und sich

(mr2+1)(T—r)
damit die Periodendauer T' zu

T _ 27T\/(mr2 + (T —r) (68)

mgr?
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ergibt. Nach I' umgeformt, folgt

T\? mgr2
b=r+ (%) mr? + 1 (69)
und ein Grofitfehler von
or or or or
AF—|ﬁAT+‘a—Tn|Am+|Eﬂ|AT+|a—I|+AI (70)

Auf die vollstandige Darstellung des Korrekturterms wird an dieser Stelle verzichtet,
ein geeignetes Mathematikprogramm gibt dariiber Auskunft. Das Tréigheitsmoment
der verwendeten Metallkugel ergibt sich mit (19) zu

2
Iuger = gmfr’2 =5,038-10 %k gm?* £+ 4,533 - 10 3kgm?. (71)

Die weiteren gemessenen und berechneten Werte folgen:

r (1,31 - 102 40,005 10 %)m (72)

m = (73,4-107%£0,1-10"%)kg (73)

T = (1,684+0,001)s (74)
k

g = (9,798 3,126 1073 -2 (75)

m2

Schlieflich erhélt man fiir'den Hohlkugelradius I' = (0,516 &+ 0, 030)m.
Nun kann das Tragheitsmoment des Vollzylinders und das des Hohlzylinders be-
stimmt werden. Formt man (69) nach [ um, so ergibt sich

TN? mgr?
1 orper — ' e 2~ 76
Korp <2n> i (76)

Mit den Zeiten THohlzylinder = (1, 904 + 0, 001)8 und TVollzylinder = (1, 732 + 0, 001)8
sowie den jeweiligen Massen und Radien ergeben sich folgende Endwerte:

T s m(kg] rg[m] o~ ri[m| I[kgm?] Trechnung|kgm?]
1,904 6,6 1073 0,015 (05013 » 1,182« 107% + 3,006 - 1077 1,287 - 1076 + 3,789 - 108
1,732 12,1-10~% 0,010 —- ' 5.704-10~7 +1,603-10~7 6,050 -10~7 + 6,100 - 10~

Dabei wurden die Tragheitsmomente Irechnung Dach den Formeln im Theorieteil
(orpertrkorper berechnet.

Fehlerdiskussion:
Wie man deutlich sieht, stimmen die geometrisch berechneten Werte mit den theoreti-
schen recht gut iiberein. Es fallen jedoch die relativ groflen Fehlerintervalle auf, die die
Folge der groflen Unsicherheit des Kriimmungsradius sind. Eine genaue Bestimmung
des Kriimmungsradius ist wiederum nur sehr schwer zu bewerkstelligen, da bei der
Schwingungsmessung mit der Kugel eine Bahn durch den tiefsten Punkt der Hohlkugel
nur ndherungsweise angenommen werden kann.

Zusétzlich verhinderten grofie Reibungskrafte zwischen der rauhen Kugel- und Hohl-
kugeloberfléiche eine optimale Schwingungsbewegung. Weiterhin muss auch beriicksich-
tigt werden, dass die Kugeloberfldche nicht exakt rund ist.
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Zur Messung der Schwingungszeiten in der Kugelschale verwenden wir ebenfalls
die Lichtschranke, wodurch die Genauigkeit der Zeitmessung erheblich erhét wurde.
Inwieweit sich diese erbesserte Versuchsanordnung auf das Endergebnis auswirkt, ist
beim direkten Vergleich mit den Messungen anderer Gruppen festzustellen.
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